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T h i s  t h e s i s  d e s c r i b e s  an i n v e s t i g a t i o n  i n t o  t h e  u s e s  
o f  s m a l l  c o m p u t e r s  i n  d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  w i t h  s p e c ­
i f i c  r e f e r e n c e  t o  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m .
T h e  m o t i v a t i o n  f o r  t h i s  w o r k  s t e m s  f r o m  a n a t u r a l  c u r i o s i t y  
i n  d e t e r m i n i n g  t h e  e f f e c t i v e n e s s  an d  l i m i t a t i o n s  o f  m i n i ­
c o m p u t e r s  i n  an a r e a  w h e r e  l a r g e  s t o r a g e  and  h i g h  s p e e d  
r e q u i r e m e n t s  p r e d o m i n a t e ,  a n d  m o r e  i m p o r t a n t l y  i n  d e v e l o p ­
i n g  e f f e c t i v e  i m a g e  t r a n s f o r m a t i o n s  s u i t a b l e  f o r  s m a l l  
m a c h i n e s  w i t h  t h e  u s e  o f  f u t u r e  g e n e r a t i o n ^  o f  h i g h  s p e e d  
m i c r o p r o c e s s o r s  i n  m i n d .
C h a p t e r s  o n e  a n d  t w o  a r e  i n t r o d u c t o r y  i n  n a t u r e .
C h a p t e r  o n e  s e r v e s  as  an i n t r o d u c t i o n  t o  t h e  c o m p l e t e  r a n g e  
o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  a c t i v i t i e s .  I t  i s  a l s o  h o p e d  t h a t  t h i s  
c h a p t e r  p r o v i d e s  a c o n c i s e  s u m m a r y  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  
t e c h n i q u e s  o f  i n t e r e s t  t o  t h e  u s e r  o f  s m a l l  c o m p u t e r s ,  
w h i c h  i s  l a c k i n g  e l s e w h e r e .  The  n e c e s s a r y  m a t h e m a t i c a l  
t o o l s  r e q u i r e d  f o r  an u n d e r s t a n d i n g  o f  d i g i t a l  i m a g e  p r o ­
c e s s i n g  u s i n g  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  a r e  d e v e l o p e d  i n  
c h a p t e r  t w o ,  p a r t l y  i n  an h i s t o r i c a l  c o n t e x t  o f  a n a l o g u e  
F o u r i e r  p r o c e s s i n g .
The r e m a i n i n g  c h a p t e r s  d e s c r i b e  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  
an i m a g e  p r o c e s s i n g  s y s t e m ,  u s i n g  a t y p i c a l  m i n i c o m p u t e r ,  
b a s e d  on t h e  u s e  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  f a s t  F o u r i e r  t r a n s ­
f o r m  a nd  on t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  s y s t e m  t o  t h e  p r o c e s s i n g
o f  s i d e  s c a n  s o n a r  i m a g e r y .  Of  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i s  
t h e  p r o b l e m  o f  m e a s u r i n g  i m a g i n g  e r r o r s  r e s u l t i n g  f r o m  
p r o c e s s i n g ,  o r  o f  m e a s u r i n g  o b s e r v a b l e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
i m a g e s ;  an a p p r o a c h  t o  t h i s  p r o b l e m  u t i l i s i n g  some k n o w ­
l e d g e  o f  t h e  way  i n  w h i c h  a human o b s e r v e r ' s  v i s u a l  
s y s t e m  c o m p o s e s  i m a g e s ,  a n d  u s i n g  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
F o u r i e r  t r a n s f o r m ,  i s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  f o u r .  T h e r e  
i s  much  s c o p e  f o r  f u r t h e r  r e s e a r c h  i n  t h i s  t o p i c .  The 
i m p o r t a n c e  o f  r e p e a t a b l e  r e p r o d u c t i o n  o f  d i g i t a l l y  p r o ­
c e s s e d  i m a g e s  i s  f r e q u e n t l y  r e f e r r e d  t o ,  an d  c o n s e q u e n t l y  
t h e  p r a c t i c a l  a p p a r a t u s  and  p h o t o g r a p h i c  m e t h o d s  u s e d  a r e  
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V 1  1
PROLOGUE
D i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  i s  a v e r y  y o u n g  s c i e n c e  
i n d e e d .  B e c a u s e  o f  t h e  o v e r r i d i n g  t w i n  n e e d s  o f  a h i g h  
v o l u m e  o f  d i g i t a l  s t o r a g e  a n d  h i g h  c o m p u t i n g  s p e e d  w h i c h  
i t  d i c t a t e s ,  o n l y  i n  t h e  l a s t  d e c a d e  h a s  i m a g e  p r o c e s s i n g  
r e s e a r c h  r e a l l y  b e c o me  a p r a c t i c a l  p r o p o s i t i o n .  T he  n a t ­
u r a l  t e n d e n c y  f o r  r e s e a r c h e r s  c o n s t a n t l y  e x p l o r i n g  new 
t e c h n i q u e s  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g  h a s  a l w a y s  b e e n  o n e  o f  
u s i n g  t h e  ma x i mu m c o m p u t i n g  p o w e r  a v a i l a b l e  a t  t h a t  t i m e .
W h i l s t  n o t  d e n y i n g  t h e  n e c e s s i t y  f o r  t h i s ,  t h e r e  ha s  
b e e n  an i n e v i t a b l e  t e n d e n c y  t o  o v e r l o o k  t h e  p o s s i b i l i t i e s  
a n d  c a p a b i l i t i e s  o f  n e w e r  g e n e r a t i o n s  o f  t h e  s o - c a l l e d  
m i n i c o m p u t e r  i n  t h e  t h r u s t  f o r w a r d  by  t h e  l e a d e r s  (1 t o  4 )  
i n  i m a g e  p r o c e s s i n g .  T h e  m i n i c o m p u t e r  h as  a v e r y  i m p o r t ­
a n t  a d v a n t a g e  o f  p e r s o n a l  c o n t a c t  b e t w e e n  man a nd  m a c h i n e  
t o  a d e g r e e  f a r  b e y o n d  t h a t  o f  t h e  l a r g e  c o m p u t i n g  i n ­
s t a l l a t i o n s ;  i n  v i e w  o f  t h e  r e c e n t  a d v a n c e s  made  i n  m i c r o ­
p r o c e s s o r  t e c h n o l o g y ,  t h e  n e e d  f o r  m o r e  r e s e a r c h  i n t o  t h e  
p o s s i b l e  u s e s  o f  s m a l l  p r o c e s s o r s  i n  d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s ,  
i n g ,  and  t h e i r  l i m i t a t i o n s ,  h a s  b e c o m e  i n c r e a s i n g l y  u r g e n t
T h u s  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  t h e s i s  i s  t o  p r e s e n t  t h e  
r e s u l t s  o f  an i n v e s t i g a t i o n  i n t o  t h e  p r a c t i c a l  u s e s ,  
a d v a n t a g e s  a n d  l i m i t a t i o n s  o f  s m a l l  c o m p u t e r s  i n  g e n e r a l  
d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g .  I n  o r d e r  t o  p r o v i d e  an i n s i g h t  
i n t o  t h i s ,  an  i n d i c a t i o n  o f  t h o s e  a r e a s  w i t h i n  t h e  w h o l e  
f i e l d  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  w h i c h  a r e  e s p e c i a l l y  p r e g n a n t
v i i i
f o r  m a n i p u l a t i o n s  w i t h  s t r i c t l y  l i m i t e d  c o m p u t i n g  p o w e r  
i s  n e c e s s a r y .  The  m o s t  e f f e c t i v e  me a n s  o f  d o i n g  so  i s  
b y  a s u r v e y  o f  s u c h  t e c h n i q u e s  as a l r e a d y  e x i s t ;  t h e s e  
f a l l  l a r g e l y  i n t o  a p p l i c a t i o n s  o f  t w o  m a i n  c o n c e p t s  o f  
t w o - d i m e n s i o n a l  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  and  c e r t a i n  
s p a t i a l  o p e r a t i o n s  u s e d  m a i n l y  f o r  p r e -  a n d  p o s t - p r o ­
c e s s i n g ,  t o  w h i c h  t h e  f i r s t  c h a p t e r  i s  d e v o t e d .
I n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  a n y  e r r o r - p r o d u c i n g  c o m p u t a ­
t i o n a l  p r o c e s s ,  a me a n s  o f  a s s e s s i n g  t h e  e v e n t u a l  e f f e c t s  
o f  e r r o r s  m u s t  be f o u n d  i f  t h e  p r o c e s s  i s  t o  be u s e d  by  
way  o f  c o m p a r i s o n  w i t h  a l t e r n a t i v e  t e c h n i q u e s ;  i n  t h e  
c a s e  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g ,  t h e s e  e v e n t u a l  e f f e c t s  a r e  m o s t  
f r e q u e n t l y  o b s e r v e d  v i a  t h e  s u b j e c t i v e  a s s e s s m e n t  o f  t h e  
human v i s u a l  s y s t e m ,  s o  t h a t  some m e t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  
t h e  e f f e c t s  o f  c o m p u t i n g  e r r o r s  i n  a wa y  r e l e v a n t  t o  t h e i r  
i m p a c t  on t h e  human  o b s e r v e r  m u s t  be f o u n d .  T h u s ,  i n p u t  
and  o u t p u t  o f  i m a g e s  f r o m  a d i g i t a l  d o m a i n ,  and  t h e  m e a n ­
i n g f u l  a n a l y s i s  o f  p r o c e s s i n g  e r r o r s  a r e  d e a l t  w i t h  i n  
some d e t a i l  l a t e r .
The r e m a i n d e r  o f  t h e  w o r k  c o n c e r n s  i t s e l f  m a i n l y  w i t h  
t h e  o f f e r i n g  o f  m e t h o d s  o f  t r a n s f o r m  p r o c e s s i n g  a n d  r e l a t e d  
f i l t e r i n g  a p p l i c a t i o n s  r e l e v a n t  t o  t h e  s m a l l  c o m p u t e r  
e n v i r o n m e n t ;  t h i s  i s  t h e  c r u x  o f  t h e  p r o b l e m  s i n c e  i t  i s  
h e r e  t h a t  an i n d i c a t i o n  o f  t h e  r e a l  l i m i t a t i o n s  o f  s m a l l  
p r o c e s s o r s  u s e d  f o r  t w o - d i m e n s i o n a l  d a t a  p r o c e s s i n g  i s  
d e v e l o p e d .  F i n a l l y ,  s ome e x a m p l e s  o f  t h e s e  m e t h o d s  a p p l i e d  
t o  t h e  p r o c e s s i n g  o f  r e a l  w o r l d  i n f o r m a t i o n  a r e  p r e s e n t e d
1  X
i n  o r d e r  t o  s h o w t h a t  s m a l l  c o m p u t e r  i m a g e  p r o c e s s i n g  i s  
i n d e e d  f e a s i b l e ,  an d  t o  p r o v i d e  f o o d  f o r  t h o u g h t  i n  o t h e r  
a p p l i c a t i o n s .
CHAPTER 1
A SURVEY OF D I G I T A L  IMAGE PROCESSI NG WI TH 
PARTI CULAR REFERENCE TO TRANSFORM METHODS
1 . 1  I NTRODUCTI ON
I t  i s  p o s s i b l e  t o  b e g i n  a s u r v e y  o f  d i g i t a l  i m a g e  
p r o c e s s i n g  and  t r a n s m i s s i o n  as  f a r  b a c k  as  1 9 2 0 ,  w i t h  
t h e  e s t a b l i s h m e n t  o f  a t r a n s a t l a n t i c  l i n k  t o  t r a n s m i t  
h a l f - t o n e  news  p i c t u r e s  v i a  a d i g i t a l  c o m m u n i c a t i o n  
c h a n n e l  ( 5 ) ,  ( 6 ) .  H o w e v e r ,  i t  i s  n o t  i n t e n d e d  t o  g i v e  a 
c o m p l e t e  h i s t o r y  o f  p i c t u r e  t r a n s m i s s i o n  a n d  p r o c e s s i n g .  
I n s t e a d ,  t h o s e  a r e a s  o f  d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  w h i c h  
a r e  l i n k e d  i n  some way  w i t h  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  
o r  l i m i t e d  c o m p u t i n g  p o w e r  w i l l  be s u r v e y e d .
A b r i e f  g l a n c e  t h r o u g h  a n y  b i b l i o g r a p h y  r e l a t i n g  t o  
d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  w i l l  s h o w t h a t ,  a l t h o u g h  now 
f i r m l y  e s t a b l i s h e d  as  an i n d i v i d u a l  d i s c i p l i n e  i n  i t s  own 
r i g h t ,  i t  was  n o t  u n t i l  a b o u t  t e n  y e a r s  a g o  t h a t  e f f o r t  
i n  t h i s  a r e a  r e a l l y  b e g a n  t o  e x p a n d ;  m o s t  i m p o r t a n t  r e f ­
e r e n c e s  o c c u r  l a t e r  t h a n  1 9 6 5 ,  and  i t  was  a b o u t  t h i s  s ame  
d a t e  t h a t  p a p e r s  d e a l i n g  w i t h  a l l  a s p e c t s  o f  t h e  d i g i t a l  
a c q u i s i t i o n ,  s t o r a g e  an d  m a n i p u l a t i o n  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  
i n f o r m a t i o n  b e g a n  t o  p r o l i f e r a t e .
T h e  r e a s o n s  f o r  t h i s  a r e  t w o f o l d .  F i r s t l y ,  d i g i t a l  
i m a g e  p r o c e s s i n g  i s  an o f f s h o o t  o f  s e v e r a l  v e r y  d i f f e r e n t  
p a r e n t  d i s c i p l i n e s ,  i n  p a r t i c u l a r  O p t i c a l  P h y s i c s ,  P s y c h ­
o l o g y  o f  P e r c e p t i o n ,  C o m m u n i c a t i o n s ,  I n f o r m a t i o n  T h e o r y ,
a n d  C o m p u t e r  T e c h n o l o g y  ( i n  t h e  f o r m  o f  d i g i t a l  s i g n a l  
p r o c e s s i n g ) .  E a c h  had  t o  r e a c h  a c e r t a i n  l e v e l  o f  
a d v a n c e m e n t  b e f o r e  t h e  t i m e  was  r i p e  f o r  t h e  new o f f s h o o t  
t o  s t a r t  d e v e l o p i n g .  S e c o n d l y ,  d i g i t a l  p r o c e s s i n g  o f  
p i c t u r e s  e n t a i l s  t h e  m a n i p u l a t i o n ,  a t  l e a s t  i n i t i a l l y ,  o f  
e x t r e m e l y  l a r g e  q u a n t i t i e s  o f  c o e x i s t a n t  d a t a ;  i n  a comp­
u t e r  i n v i r o n m e n t ,  t h i s  r e q u i r e s  b o t h  l a r g e  a m o u n t s  o f  
s t o r a g e ,  a n d  e i t h e r  v e r y  h i g h  s p e e d  s e q u e n t i a l  o p e r a t i o n ,  
o r  a d e g r e e  o f  p a r a l l e l  o r g a n i s a t i o n .  I t  was  n o t  u n t i l  
t h e  m i d  1 9 6 0 ' s  t h a t  c o m p u t e r s  w i t h  s u c h  c a p a b i l i t i e s  
b e c a m e  a v a i l a b l e ,  and  c o n s e q u e n t l y  d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s ­
i n g  t e n d e d  t o  r e m a i n  i n  an e m b r y o n i c  s t a t e  u n t i l  t h a t  
t i m e .
One d e c a d e  l a t e r ,  i t  i s  e a s i e r  t o  s e e  t h e  g e n e r a l  
d i r e c t i o n  i n  w h i c h  r e s e a r c h  e f f o r t s  i n  t h i s  f i e l d  a r e  
m o v i n g ,  an d  t o  d e f i n e  m a j o r  s u b s e c t i o n s  o f  i m a g e  p r o c e s s ­
i n g .  F i g . 1 . 1  i s  an a t t e m p t  t o  s h ow t h e s e  i n  a c o n v e n i e n t  
w a y .  A l t h o u g h  b y  no me a n s  c l a i m e d  t o  be e x h a u s t i v e ,  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  i d e n t i f y  f o u r  m a i n  s u b s e c t i o n s .  T h e s e  a r e  
i m a g e  c o d i n g ,  i m a g e  e n h a n c e m e n t ,  i m a g e  r e s t o r a t i o n  and  
p a t t e r n  r e c o g n i t i o n .  E a c h  i s  a v e r y  w i d e  s u b j e c t  i n d i v i d ­
u a l l y ,  b u t  e q u a l l y  w e l l  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  p l a y  a 
p a r t  i n  e a c h ,  s o  t h a t  c e r t a i n  a r e a s  w i t h i n  t h e s e  s u b s e c t ­
i o n s  w i l l  be d i s c u s s e d  i n  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  c h a p t e r .
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  many  d i g i t a l  t e c h n i q u e s  
a r e  d i r e c t l y  e q u i v a l e n t  t o  o p t i c a l  m e t h o d s  w h i c h  h a v e  
b e e n  i n  u s e  f o r  some t i m e ,  o r  a r e  l o g i c a l  e x t e n s i o n s  o f  
s u c h  m e t h o d s .  As a r e s u l t ,  t h e  c o m p u t a t i o n a l  appr oach  t a k e n
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Fig. 1.1 Subsections of image processing.
h i n g e s  on t h e  r e l e v a n t  t h e o r i e s  o f  o p t i c a l  i m a g e r y ,  so t h a t  
o p t i c a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  i s  a l s o  o f  i m p o r t a n c e .  T h i s  i s  
d e a l t  w i t h  i n  m o r e  d e t a i l  l a t e r  ( S e c t i o n  3 o f  C h a p t e r  2 ) ,
I n  c a s e s  w h e r e  a d i g i t a l  e q u i v a l e n t  h as  b e e n  a c h i e v e d ,  t h e  
m o t i v a t i o n  u s u a l l y  s t e m s  f r o m  g r e a t e r  f l e x i b i l i t y  o f  t h e  
d i g i t a l  c o m p u t e r  i n  t a c k l i n g  t h e  p r o c e s s i n g  t a s k s .  I n  
o t h e r  i n s t a n c e s ,  t h e  d i g i t a l  m a n i p u l a t i o n s  may h a v e  o p t i c ­
a l  c o u n t e r p a r t s  w h i c h  a r e  d i f f i c u l t  t o  r e a l i z e  i n  p r a c t i c e ,  
o r  i t  may be i m p o s s i b l e  e v e n  t o  e n v i s a g e  an e q u i v a l e n t  
p h y s i c a l  o p e r a t i o n .
A l t h o u g h  t h e  g e n e r a l  p u r p o s e  d i g i t a l  c o m p u t e r  may 
o f f e r  a d v a n t a g e s  o f  f l e x i b i l i t y ,  a n d  s p e c i a l  p u r p o s e  d i g ­
i t a l  h a r d w a r e  may a c h i e v e  r e a l - t i m e  p r o c e s s i n g ,  o p t i c a l  
s y s t e m s  s t i l l  o f f e r  a d v a n t a g e s ,  as  r e f l e c t e d  i n  t h i s  s umm­
a r y  : -
A c c u r a c y :  O p t i c a l  s y s t e m s  s u f f e r  f r o m  v a r i o u s  s o u r c e s
o f  e r r o r s  s u c h  as  f i l m  g r a i n  n o i s e ,  v a r i a t i o n s  i n  f i l m  
and  l e n s  q u a l i t y ,  d u s t ,  i m p r e c i s e  a l i g n m e n t ,  n o n - u n i f o r m  
i l l u m i n a t i o n ,  " s p e c k l e "  as  a r e s u l t  o f  c o h e r e n t  l i g h t  ( 7 ) ,  
i n a c c u r a t e  s p a t i a l  f i l t e r s  e t c .  D i g i t a l  s y s t e m s  h a v e  no 
s i m i l a r  s o u r c e s  o f  e r r o r ,  b u t  a r e  l i m i t e d  by  t h e  t h r e e  
f a c t o r s  o f  s a m p l i n g  f r e q u e n c y ,  a m p l i t u d e  q u a n t i z a t i o n  and  
a r i t h m e t i c  a c c u r a c y .  T h e s e  c a n  be made as  s m a l l  as 
d e s i r e d ,  t h e  t r a d e - o f f  b e i n g  one  o f  t i m e  an d  h a r d w a r e  
c o m p l e x i t y .  T h u s  i n  t h e  d i g i t a l  c a s e  a c c u r a c y  i s  l i m i t e d  
o n l y  b y  s p e e d  and  c o m p l e x i t y ,  w h e r e a s  o p t i c a l  a c c u r a c y  i s  
l i m i t e d  b y  a c o m b i n a t i o n  o f  p h y s i c a l  r e s t r a i n t s  w h i c h
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r e s u l t  i n  an a b s o l u t e  l i m i t  i n  a c c u r a c y .
F l e x i b i l i t y :  P h o t o g r a p h i c  f i l m  p r o v i d e s  s t o r a g e  and
a t t e n u a t i o n  i n  o p t i c a l  s y s t e m s ,  l i m i t i n g  t h e m  t o  l i n e a r  
o p e r a t i o n s  on t h e  a m p l i t u d e  t r a n s m i s s i o n  o f  l i g h t .  I t  i s  
t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t o  r e s o r t  t o  s p e c i a l  t e c h n i q u e s  s u c h  
as  h o l o g r a p h y  ( 8 , 9 )  and  o t h e r  m e t h o d s  ( 1 0 ) ,  ( 1 1 )  t o  a l l o w  
t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  c o m p l e x - v a l u e d  s p a t i a l  f i l t e r s .
D i g i t a l  c o m p u t e r s  a r e  n o t  s u b j e c t  t o  a n y  r e s t r i c t i o n s  o f  
t h i s  n a t u r e  and  h a v e  t h e  a d v a n t a g e  o f  a l l o w i n g  n o n l i n e a r  
o p e r a t i o n s  on i m a g e s .
S p e e d :  O p t i c a l  s y s t e m s  o p e r a t e  i n  p a r a l l e l  a t  t h e  s p e e d
o f  l i g h t .  A l s o ,  t h e  d a t a  i s  s t o r e d  on f i l m  s o  t h a t  
s t o r a g e  c a p a c i t y  i s  n o t  a p r o b l e m .  P r e s e n t  g e n e r a t i o n  
d i g i t a l  c o m p u t e r s  a r e  e s s e n t i a l l y  s e q u e n t i a l  m a c h i n e s  an d  
h a v e  v e r y  l i m i t e d  s t o r a g e  c a p a c i t y ;  o p e r a t i o n s  t h e r e f o r e  
t a k e  a r e l a t i v e l y  l o n g  t i m e ,  a nd  i t  i s  e x p e n s i v e  t o  
r e t a i n  h i g h  r e s o l u t i o n  t o g e t h e r  w i t h  l a r g e  i m a g e  a r e a s .
D i g i t a l  I m a g e  P r o c e s s i n g  i s  c u r r e n t l y  g r o w i n g  " a t  an 
e x p o n e n t i a l  r a t e "  ( 1 2 ) .  C o n s e q u e n t l y ,  new a p p l i c a t i o n s  a r e  
b e c o m i n g  e v i d e n t  c o n t i n u a l l y ,  a nd  t h e r e  i s  a w e a l t h  o f  
l i t e r a t u r e  d e a l i n g  w i t h  a p p l i c a t i o n s  o f  e s t a b l i s h e d  
i m a g e  p r o c e s s i n g  t e c h n i q u e s  f a l l i n g  w i t h i n  t h e  f o u r  m a i n  
c a t e g o r i e s  o u t l i n e d .
1 . 2  I MAGE RESTORATI ON AND ENHANCEMENT
Many  p r o c e s s e s  i n  t h e  d i g i t a l  d o m a i n  a r e  u s e d  f o r  
b o t h  r e s t o r a t i o n  and  e n h a n c e m e n t  o f  i m a g e s .  N e v e r t h e l e s s ,  
t h e r e  i s  a d i s t i n c t  d i f f e r e n c e  i n  t h e  m e a n i n g  o f  t h e  t w o  
o p e r a t i o n s ,  and  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  d i s t i n g u i s h  c o n c i s e l y  
b e t w e e n  t h e m .  S e v e r a l  r e s e a r c h e r s  ( 1 3 )  t o  ( 1 7 )  h a v e  
o f f e r e d  s u b j e c t i v e  o p i n i o n s  on d i s t i n g u i s h i n g  d e f i n i t i o n s ;  
i t  i s  c l e a r  t h a t  some o f  t h e s e  d e f i n i t i o n s  a r e  c o n t r a ­
d i c t o r y .  R e c e n t l y ,  t h e r e  h a s  b e e n  a t e n d e n c y  t o  s e p a r a t e  
t h e  t w o  p h i l o s o p h i e s  f u r t h e r  a p a r t ,  i n c r e a s i n g  t h e  n e c e s s i t y  
f o r  a f i r m  d e l i n e a t i o n .
I t  i s  now g e n e r a l l y  a g r e e d  t h a t  t h e  t o p i c s  o f  r e s t o r ­
a t i o n  and  e n h a n c e m e n t  s h o u l d  be d i s t i n g u i s h e d  on t h e  
f o l l o w i n g  b a s i s .  As s u me  an u n r e s t r i c t e d  o b j e c t  ( B o t h  i n  
s p a t i a l  and  s p a t i a l  f r e q u e n c y  e x t e n t ) ,  o ( x , y ) .  T r a n s f e r  
o f  o ( X , y ) t o  i m a g e  f o r m  v i a  a " p e r f e c t "  i m a g i n g  s y s t e m  
g i v e s  r i s e  t o  an u n d e g r a d e d  i m a g e  i ( x , y )
i ( x , y )  = h ^ ( x , y )  © o ( x , y )  } in, % \ ( 1 . 1 )
w h e r e  h ^ ( x , y )  i s  t h e  P o i n t  S p r e a d  F u n c t i o n  ( P S F )  c o r r e s ­
p o n d i n g  t o  an  O p t i c a l  T r a n s f e r  F u n c t i o n  ( OTF)  g i v e n  by  a 
z e r o - p h a s e ,  a l l - p a s s  f i l t e r .  A l t e r n a t i v e l y  t r a n s f e r  o f  
o ( X , y ) t h r o u g h  an " i m p e r f e c t "  i m a g i n g  s y s t e m  g i v e s  r i s e  t o  
a d e g r a d e d  i m a g e
g ( x , y )  = h ^ ( x , y )  ®  o ( x , y ) ( 1 . 2 )
I m a g e  r e s t o r a t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  t a k i n g  t h e  d e g r a d e d  
i m a g e  g ( x , y ) ,  and  a t t e m p t i n g  t o  f o r m  i ( x , y )  b y  u n s p e c i f i e d
m e a n s ,  w h e r e a s  i m a g e  e n h a n c e m e n t  t e c h n i q u e s  a s s u m e  i ( x , y )  
i s  a l r e a d y  a v a i l a b l e  a nd  e n h a n c e  t h i s  a c c o r d i n g  t o  a 
p a r t i c u l a r  c r i t e r i o n  o r  s e t  o f  c r i t e r i a .  T h u s ,  i t  c a n  be 
a r g u e d  t h a t  i m a g e  r e s t o r a t i o n  r e q u i r e s  ' a  p r i o r i '  i n f o r m ­
a t i o n  a b o u t  t h e  s y s t e m  d e g r a d a t i o n  t o  a l l o w  s e n s i b l e  
r e s t o r a t i o n  w h i l s t  e n h a n c e m e n t  i s  a f o r m  o f  d i s t o r t i o n  
o f  t h e  p e r f e c t  i m a g e .  T h i s  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  t r u e ;  f o r  
e x a m p l e ,  g o o d  r e s t o r a t i o n s  o f  i m a g e s  d e g r a d e d  b y  t u r b u l e n t  
a i r  h a v e  b e e n  a c h i e v e d  b y  a s s u m i n g  a g a u s s i a n - t y p e  OTF a n d  
i m p l e m e n t i n g  an i n v e r s e  g a u s s i a n  f i l t e r  w i t h  v a r i a n c e  c o n ­
t r o l l e d  i n t e r a c t i v e l y  t o  p r o d u c e  a " b e s t "  r e s t o r a t i o n ( 1 8 )  
E q u a l l y ,  an e n h a n c e m e n t  w o u l d  n o t  be r e g a r d e d  as  an i m a g e  
d e g r a d a t i o n ,  i f  f o r  e x a m p l e ,  t h e  r e s u l t i n g  i m a g e  i s  m o r e  
p l e a s i n g  t o  a human o b s e r v e r  wh e n  t h e  e n h a n c e m e n t  c r i t e r ­
i o n  i s  o n e  o f  i n c r e a s e d  i m a g e  " q u a l i t y " .  C l e a r l y  t h i s  i s  
a v e r y  s u b j e c t i v e  s i t u a t i o n .
F i n a l l y ,  t h e  q u e s t i o n  a r i s e s  o f  t h e  r e a l  m e a n i n g  o f  
a " . p e r f e c t "  i m a g e .  Th e  PSF o f  e q . ( 1 . 1 )  i s  u n r e a l i z a b l e  
i n  p r a c t i c e ,  s i n c e  i t  i s  u n r e a s o n a b l e  t o  p r e s u m e  an i m a g ­
i n g  s y s t e m  w h i c h  i s  i n f i n i t e  i n  e x t e n t .  I n  t h e  a b s e n c e  
o f  t h i s ,  b u t  a s s u m i n g  a l l  o t h e r  f a c t o r s  t o  be p e r f e c t ,  t h e  
i m a g e  b e c o m e s  d i f f r a c t i o n  l i m i t e d ;  t h a t  i s ,  t h e r e  i s  a 
f i n i t e  l i m i t  t o  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c i e s  w h i c h  c o n s t i t u t e  
t h e  new i m a g e  ( 1 9 ) .  The  q u e s t i o n  i n  r e s t o r a t i o n  i s  w h e t h e r  
we a r e  t r y i n g  t o  a t t a i n  a " p e r f e c t "  i m a g e  w h i c h  i s  t h e  
d i f f r a c t i o n  l i m i t e d  c a s e  f o r  a p a r t i c u l a r  s y s t e m ,  o r  t h e  
i m a g e  d e s c r i b e d  b y  e q . ( l . l )  An e x a m p l e  w i l l  s h o w t h a t  t h i s
h a s  r e l e v a n c e  t o  w h a t  i s  t e r m e d  r e s t o r a t i o n  o r  e n h a n c e m e n t ;
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i n  t h e  f i r s t  c a s e ,  s u p e r r e s o l u t i o n  ( S e c t i o n  2 . 2 ,  t h i s  
c h a p t e r )  w o u l d  be r e g a r d e d  as  an e n h a n c e m e n t  t e c h n i q u e ,  
w h i l s t  i n  : ; t  h e s e c o n d  c a s e  i t  w o u l d  be v i e w e d  as  a r e s t o r ­
a t i o n  p r o c  e s s .
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c o n s i s t e n c y ,  r e s t o r a t i o n  w i l l  be 
a s s u m e d  t o  r e f e r  t o  t h e  a t t e m p t e d  r e t r i e v a l  o f  t h e  d i f f ­
r a c t i o n  l i m i t e d  b u t  o t h e r w i s e  p e r f e c t  i m a g e  t h r o u g h o u t  t h e  
r e m a i n d e r  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .
1 . 2 . 1  I NVERSE F I L T E R I N G
One o f  t h e  m o s t  a p p e a l i n g  w a y s  o f  r e s t o r i n g  d e g r a d e d  
i m a g e s  i s  t o  s e e k  a c o m p e n s a t i n g  f i l t e r  w h i c h  when  c o m b i n e d  
w i t h  t h e  d e g r a d i n g  OTF r e s u l t s  i n  a u n i t y - g a i n ,  z e r o  p h a s e  
s h i f t  t r a n s f e r  f u n c t i o n .  I n  t h e  a b s e n c e  o f  n o i s e ,  t h i s  
r e s u l t s  i n  a r e s t o r e d  i m a g e  w h i c h  i s  t h e  o r i g i n a l ,  u n d e g ­
r a d e d  b u t  d i f f r a c t i o n - l i m i t e d  i m a g e  i ( x , y ) .  The  t w o - d i m e n ­
s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  a p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  t o o l  i n  
i n v e r s e  f i l t e r i n g  s i n c e  i t  e n a b l e s  t h e  e s t i m a t i o n  o f  
d e g r a d i n g  O T F ’ s and  t h e  d e s i g n  and  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a p p ­
r o x i m a t i o n s  t o  t h e i r  i n v e r s e s  i n  a p a r t i c u l a r l y  s i m p l e  
w a y .  F o r  t h e  n o i s e - f r e e  c a s e ,
g ( x , y )  = i ( x , y )  ©  h ( x , y )  ( 1 . 3 é )
a nd  G ( u , V ) = I ( u , v ) . H ( u , v ) ( 1 . 3 b )
h ( X , y ) and  H ( u , v ) a r e  t h e  d e g r a d i n g  PSF a n d  OTF r e s p e c t ­
i v e l y .
By c a l c u l a t i n g  t h e  i n v e r s e  H ^ ( u , v ) ,  i t  i s  p o s s i b l e
t o  r e s t o r e  t o  i ( x , y )  u s i n g  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n  
s u c h  t h a t
G ^ ( u , v )  = G ( u , v ) . H  ^ ( u , V )
I ( u , V ) . H ( u , v ) . H ( u , v )
= I ( u , v )  ( 1 . 4 )
So t h a t  i ( x , y )  \  ^ G ( u , v ) . H  * * ( u , v ) ^  ( 1 . 5 )
E q . ( I . S )  s u m m a r i s e s  t h e  s i m p l e  r e s t o r a t i o n  c a s e .
Two m a i n  a s s u m p t i o n s  a r e  i n h e r e n t  i n  e q s . (1 . 3 )  -  ( 1 . 5 )
w h i c h  a r e  n e v e r  r e a l i z e d  s i m u l t a n e o u s l y  i n  p r a c t i c e .  
F i r s t l y ,  t h e  ' a p r i o r i '  i n f o r m a t i o n  n e c e s s a r y  t o  e s t i m a t e  
H  ̂ ( u , V ) may n o t  be a v a i l a b l e ;  e v e n  i f  i t  i s ,  t h e  e s t i m ­
a t i o n  may be i m p e r f e c t  b e c a u s e  o f  r e a l i z a b i l i t y  c o n ­
s t r a i n t s .  F o r  e x a m p l e ,  man y  d e g r a d i n g  O T F ' s  p o s s e s s  z e r o s  
w h i c h  p r e c l u d e  an e x a c t  i n v e r s i o n ,  s o  t h a t  m o d i f i c a t i o n s  
t o  t h e  m e t h o d ,  w h i c h  u s u a l l y  t u r n  o u t  t o  be i n t u i t i v e ,  
b e c o me  n e c e s s a r y  ( 2 D , 2 1 ) .  S e c o n d l y ,  and  m o r e  i m p o r t a n t l y ,  
t h e  d e g r a d e d  i m a g e  i s  i n v a r i a b l y  c o r r u p t e d  by  n o i s e .  T h i s  
h a s  t h e  e f f e c t  o f  r e n d e r i n g  an a p p r o x i m a t e  i n v e r s e  mo r e  
d i f f i c u l t  t o  e s t i m a t e  i f  ' a p r i o r i '  i n f o r m a t i o n  i s  n o t  
a v a i l a b l e ,  a n d  p r o v i d e s  a d d i t i o n a l  d i f f i c u l t y  i n  t h e  r e s t ­
o r a t i o n  o p e r a t i o n  i t s e l f .
N o i s e  i s  u s u a l l y  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  by  i n t r o d u c i n g  
an a d d i t i v e  f a c t o r  t o  e q . ( 1 . 3 a )
g ( x , y ) + n ( x , y )  = ( i ( x , y ) ® h ( x , y ) ) + n ( x , y )  ( 1 . 6 )
F r om t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  s u p e r p o s i t i o n ,  t h e  n o i s e
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s p e c t r u m  i s  o b v i o u s l y  a d d i t i v e  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  
d o m a i n  a l s o .
D e f i n i t i o n  o f  n o i s e  as a d d i t i v e  g i v e s  r i s e  t o  m o r e  
i n d i r e c t  f o r m s  o f  i n v e r s e  f i l t e r i n g  w h e r e  t h e  o b j e c t i v e  
i s  t o  p r o v i d e  an o p t i m u m  r e s t o r a t i o n  a c c o r d i n g  t o  some 
c r i t e r i o n  o f  " c l o s e n e s s "  t o  t h e  o r i g i n a l  i m a g e ,  a c c e p t i n g  
t h a t  an e x a c t  r e s t o r a t i o n  i s ,  i n  g e n e r a l ,  i m p o s s i b l e .  
S i n c e  a m a j o r i t y  o f  s p a c e - i n v a r i a n t  d e g r a d i n g  p h e n o m e n a  
h a v e  O T F ' s  t h a t  d i s p l a y  a l o w - p a s s  t y p e  c h a r a c t e r i s t i c ,  
t h e  r e s u l t a n t  i n v e r s e  f i l t e r  w i l l  be  h i g h - p a s s  i n  n a t u r e ,  
w i t h  a l l  t h e  a t t e n d a n t  p r o b l e m s  o f  n o i s e  a c c e n t u a t i o n  
r e s u l t i n g  f r o m  t h e  b r o a d - b a n d  n a t u r e  o f  n o i s e  s p e c t r a ;  
t h i s  i s  u s u a l l y  t h e  c o n t r o l l i n g  f e a t u r e  i n  t h e  b r e a k d o w n  
o f  s i m p l e  i n v e r s e  t e c h n i q u e s ,  r a t h e r  t h a n  d i f f i c u l t y  i n  
a p p r o x i m a t i n g  an i n v e r s e  c h a r a c t e r i s t i c .  D e s p i t e  t h i s ,  
s u c c e s s f u l  i n v e r s e  f i l t e r i n g  e x a m p l e s  e x i s t  w h e r e  n o i s e  
i s  n o t  t h e  o v e r r i d i n g  d e g r a d a t i o n .  I n  p a r t i c u l a r ,  r e s t e r  
a t i o n s  b y  M u e l l e r  and  R e y n o l d s  ( 1 8 ) ,  H a r r i s  ( 2 0 )  and  
M c G l a m e r y  ( 2 2 )  a r e  m o s t  e f f e c t i v e .
As an e x a m p l e  o f  t h e  u t i l i t y  o f  s i m p l e  i n v e r s i o n  
g i v e n  t h e  r i g h t  c i r c u m s t a n c e s ,  r e s t o r a t i o n  o f  m o t i o n  d e g ­
r a d e d  i m a g e s  i s  p a r t i c u l a r l y  p l e a s i n g .  F o r  s i m p l i c i t y ,  
we r e s t r i c t  t h e  d i s c u s s i o n  t o  l i n e a r  m o t i o n  b l u r  i n  a h o r  
i z o n t a l  ( o r  v e r t i c a l )  d i r e c t i o n .  ( G e n e r a l i s a t i o n  t o  a n y  
o t h e r  d i r e c t i o n  i s  e a s i l y  a c h i e v e d  b y  r e s o l v i n g  i n t o  h o r ­
i z o n t a l  and  v e r t i c a l  m o t i o n  c o m p o n e n t s ) .  U n d e r  t h e s e  
r e s t r i c t i o n s ,  t h e  PSF o f  t h e  d e g r a d a t i o n  i s  e s p e c i a l l y  
s i m p l e ,  b e i n g  m e r e l y  a s q u a r e  p u l s e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f
m o t i o n ,  a n d  a d i r a c  d e l t a  f u n c t i o n  i n  t h e  p e r p e n d i c u l a r  
d i r e c t i o n .  Th e  c o r r e s p o n d i n g  OTF t h e n  b e c o m e s  a S i n  x
X
s u r f a c e  i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  ( F i g . 1 . 2 a ) .  C l e a r l y  
t h e  z e r o s  i n  t h e  d e g r a d i n g  f u n c t i o n  a r e  g o i n g  t o  p r e s e n t  
a p r o b l e m .
I n  t h e  n o i s e - f r e e  s i t u a t i o n ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  
g o o d  r e s t o r a t i o n s  b y  s i m p l y  i n v e r t i n g  t h i s  f u n c t i o n  and 
a p p r o x i m a t i n g  t h e  i n f i n i t i e s  b y  f i n i t e  v a l u e s  ( F i g . 1 . 2 b ) .  
B u t  i n  t h e  e v e n t  o f  e v e n  a m i n i m a l  a m o u n t  o f  n o i s e  e i t h e r  
i n  t h e  o r i g i n a l  d e g r a d e d  i m a g e ,  o r  i n t r o d u c e d  i n  t h e  c o m p ­
u t a t i o n  p r o c e s s ,  t h i s  t e c h n i q u e  b e c o m e s  e x t r e m e l y  h a z a r d o u s  
due  t o  t h e  p r e f e r e n t i a l  e n h a n c e m e n t  o f  p r e d o m i n a n t l y  
" n o i s y "  f r e q u e n c i e s .  One m e t h o d  o f  r e d u c i n g  t h i s  p r o b l e m ,  
f i r s t  s u g g e s t e d  b y  H a r r i s  ( 1 4 ) ,  u s e s  a s p a t i a l  d i f f e r e n t ­
i a t i o n  t e c h n i q u e .  E s s e n t i a l l y ,  t h i s  i n v o l v e s  t h e  m u l t i ­
p l i c a t i o n  o f  t h e  d e g r a d e d  s p e c t r u m  b y  a l i n e a r  r a m p ,
R ( u , v )  ( F i g . 1 . 3 a )
G ' ( u , v )  = G ( u , V ) . 5 i n ( a . u ) . R ( u , v ) ( 1 . 7 )
a . u
I n  t h i s  c a s e ,  c h o i c e  o f  a. v e  st . or  < x t  \  o n  - f i l t e r  I
R ( u , V ) = a . u ( 1 . 8 )
r e s u l t s  i n  a r e s t o r a t i o n  g i v e n  b y
g ' ( x , y )  ^ ^ . ^ G ( u , v ) . 5 i n ( a . u ) ^
= g ( X  , y ) ®  . ̂ cT ( x + a ) -  < T ( x - a ) | ( 1 . 9 )
The r e s u l t i n g  c o n v o l u t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  w i t h
1 0
HCu)
FIG.12a : OTF  of one dimensional blurring
HCu)
FIG.l^b; Simple inverse f i l te r
F IG l3a;  BLURRING OTF multiplied by one dimensional ramp
FIG.USb: RESULTING modified PSF
t w o  i m p u l s e s  g i v e s  r i s e  t o  t w o  r e s t o r e d  i m a g e s  s p a c e d  a 
d i s t a n c e  ' a '  a p a r t  i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n .  One i s  
a c o r r e c t  r e s t o r a t i o n  a nd  t h e  o t h e r  ( r e s u l t i n g  f r o m  t h e  
n e g a t i v e  i m p u l s e )  i s  a " g h o s t "  i m a g e .  W i t h  an o r i g i n a l  
i m a g e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  i n  e x t e n t ,  o r  w i t h  a l a r g e
b l u r r i n g  d i s t a n c e ,  t h e  s e p a r a t i o n  w i l l  r e s u l t  i n  t h e  t w o
r e s t o r a t i o n s  f o r m e d  c o m p l e t e l y  n o n - o v e r l a p p i n g  ( F i g . 1 . 3 b )
E v e n  t h i s  r e s t o r a t i o n  s t i l l  i n v o l v e s  m u l t i p l i c a t i o n  
o f  t h e  i m a g e  s p e c t r u m  b y  a r a m p ,  a c c e n t u a t i n g  a n y  n o i s e  
p r e s e n t .  An a l t e r n a t i v e  t e c h n i q u e  i s  t o  c h o o s e  t h e  
f u n c t i o n  R ( u , v )  t o  be
R ( u , v ) = a . u . 5 i n ( a . u )  ( 1 . 1 0 )
as  i n  f i g . 1 , 4 a .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  r e s t o r a t i o n  b e c o m e s
g ’ ( x , y ) =  ' ^ ^ ^ G ( u , v ) . 5 i n ^ ( a . u ) ' | ^  ( 1 . 1 1 )
= g ( X , y ) ® | ^ ( x )  -  <T( x + a ) -  cT( x - a  ) |
w h i c h  r e s u l t s  i n  a c e n t r a l  r e s t o r e d  i m a g e  w i t h  t w o  g h o s t  
i m a g e s  o f  h a l f  i n t e n s i t y  c e n t r e d  a t  a d i s t a n c e  o f  ' a '  
e i t h e r  s i d e  o f  c e n t r e .  Th e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e t h o d  i s  
t h a t  t h e  p o s i t i o n  o f  z e r o s  i n  t h e  r e s t o r i n g  f i l t e r  i s  
i d e n t i c a l  t o  t h o s e  o f  t h e  d e g r a d i n g  G I F .  H e n c e  t h e  
r e s t o r a t i o n  p l a c e s  l e a s t  w e i g h t  on t h e  i n f o r m a t i o n  i n  
t h e  d e g r a d e d  i m a g e  w h e r e  t h e  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  i s  
a t  i t s  m i n i m u m ,  a h i g h l y  a d v a n t a g e o u s  s i t u a t i o n .
A s i m i l a r  t e c h n i q u e  c a n  be used t o  r e s t o r e  d e g r a d a t i o n
r e s u l t i n g  f r o m  o u t  o f  f o c u s  i m a g i n g ,  w h e r e  t h e  GI F  o f  t h e
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FIG. 1.4a : Compensat ing f i l ter R (u,v) —au.SinCOu)
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FIG. 1.5 : Illustrating the problem of sUperresolutlon
d e g r a d a t i o n  c a n  be s h o w n  t o  a p p r o x i m a t e  an i s o t r o p i c  
( c i r c u l a r l y - s y m m e t r i c ) B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  f o r m
H ( u , V ) = J (̂a . r  ) ( 1 . 1 2 )
a . r
2 2 4-
w h e r e  r  = ( u  + v ) ( 1 . 1 2 a )
The  b e s t  k n o wn  o f  t h e  m o r e  i n v o l v e d  c l a s s e s  o f  i n v e r s e  
f i l t e r  i s  t h e  W i e n e r  f i l t e r  ( 2 3 ) .  T h i s  f i l t e r  p r o v i d e s  an 
o p t i m u m  r e s t o r a t i o n  i n  t h e  mean s q u a r e  e r r o r  s e n s e .  W h i l s t  
t h i s  c r i t e r i o n  i s  u s u a l l y  t h o u g h t  t o  be s a t i s f a c t o r y  f o r  
a p p l i c a t i o n s  w h e r e  r e s t o r a t i o n  i s  r e q u i r e d  p r i o r  t o  f u r t h e r  
m a c h i n e  a n a l y s i s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p o i n t  o u t  t h a t  i t  i s  
n o t  a m e a n i n g f u l  q u a n t i t y  as  f a r  as  human v i s u a l  a s s e s s ­
m e n t  o f  i m a g e  q u a l i t y  i s  c o n c e r n e d ;  i t  i s  s a f e  t o  a s s u me  
t h a t  t h e  e y e  d o e s  n o t  a s s e s s  i m a g i n g  e r r o r s  on a mean 
s q u a r e  b a s i s  ( 24 ),( 2 5 ) ,  ( C h a p t e r  4 ) .
The  W i e n e r  f i l t e r  i n t r o d u c e s  a m o d i f i c a t i o n  t o  t h e  
s i m p l e  i n v e r s e  f i l t e r  i n  s u c h  a way  t h a t  t h e  r e s p o n s e  o f  
t h e  r e s u l t i n g  r e s t o r a t i o n  f i l t e r  i s  w e i g h t e d  by  an a s s e s s ­
m e n t  o f  t h e  s p e c t r a l  d i s t r i b u t i o n s  ( o r  s p a t i a l  d e n s i t y  
f u n c t i o n s )  o f  b o t h  s i g n a l  a n d  a d d i t i v e  n o i s e .  M o r e  s p e c ­
i f i c a l l y  t h i s  i s  a c h i e v e d  b y  a s s u m i n g  t h e  t w o  p r o c e s s e s  t o  
be s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t ,  and  u s i n g  t h e  s p e c t r a l  d i s t ­
r i b u t i o n s  t o  f o r m  an e s t i m a t o r  w h i c h  m i n i m i s e s  t h e  e r r o r
e | g ' ( u , v ) - G ( u , v ) ^ ( 1 . 1 3 )
w h e r e  G ' ( u , v )  i s  t h e  e s t i m a t e d  r e s t o r e d  i m a g e  and  E r e f e r s
t o  e x p e c t e d  v a l u e .  To a l l o w  a n a l y t i c  d e t e r m i n a t i o n  o f
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m i n i m u m  e r r o r ,  t h e  s p e c t r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  n o i s e  and 
s i g n a l  a r e  m o d e l l e d  b y  s i m p l e r  f u n c t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  
t y p e  o f  p r o c e s s  c o n s i d e r e d .  H e l s t r o m  ( 2 3 )  s u g g e s t e d  a 
c o n s t a n t  i m a g e  d i s t r i b u t i o n ,  up t o  a c u t - o f f  v a l u e  d e t e r ­
m i n e d  b y  i m a g e  r e s o l u t i o n  o f  a m p l i t u d e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e
v a r i a n c e  o f  t h e  i l l u m i n a t i o n  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n ,  and
w h i t e  n o i s e  as b e i n g  r e p r e s e n t a t i v e  f o r  o p t i c a l  i m a g e s .
A r e s t o r a t i o n  f i l t e r  f o r m e d  i n  t h i s  way  r e s u l t s  i n  
an GTF g i v e n  by
R ( LI , V ) = ______________  H * ( u , v ) ________________ ( 1 . 1 4 )
| h ( u , V ) I +d ^ ( u , V ) / d  ^ ( u , V )
w h e r e  H ( u , v )  i s  t h e  d e g r a d i n g  ÜTF and  d ^ ( u , v )  and  d ^ ( u , v )  
a r e  s p e c t r a l  e s t i m a t e s ,  o r  m o d e l s ,  o f  t h e  n o i s e  a nd  i ma g e  
r e s p e c t i v e l y .
V i e w e d  i n  t h e  l i g h t  o f  e q . (1 . 14 )  , t h e  o p e r a t i o n  o f  
t h e  W i e n e r  f i l t e r  i s  e a s y  t o  g r a s p  i n t u i t i v e l y .  We o b s e r v e  
t h a t
I H ( u , V ) I ^  = H ( u , v ) . H * ( u , v )  ( 1 . 1 5 )
so t h a t  i n  t h e  a b s e n c e  o f  n o i s e ,  we r e t u r n  t o  t h e  s i m p l e  
i n v e r s e  f i l t e r  o f  e q . (1 . 5 )  . W i t h  n o i s e  p r e s e n t ,  t h e  added  
e f f e c t  o f  t h e  W i e n e r  f i l t e r  i s  s h o w n  as  a t e n d e n c y  t o  d e ­
s e n s i t i s e  t h e  r e s t o r e d  s p e c t r u m  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  
a r e a s  w h e r e  n o i s e  p r e d o m i n a t e s  by  n u m e r i c a l  i n c r e a s e  i n  
v a l u e  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  e q . (1 . 1 4 )  . T h u s  t h e  r e s t o r i n g  
DTP s h o w s  a m o d i f i e d  r e s p o n s e  a c c o r d i n g  t o  t h e  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  o f  t h e  n o i s e  p r e s e n t  ( Se e  p a r t i c u l a r l y  ( 2 3 )  ) .
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r e c a l l  t h a t  t h e  s p e c t r u m  i s  a t w o - d i m e n s i o n a l  p l a n e .
S i n c e  t h e  c r i t e r i o n  o f  mean s q u a r e  e r r o r  s h o u l d  be 
v i e w e d  w i t h  s u s p i c i o n  as  f a r  as  human i m a g e  i n t e r p r e t ­
a t i o n  i s  c o n c e r n e d ,  v a r i o u s  a l t e r n a t i v e  e r r o r - m i n i m i s i n g  
f i l t e r s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d .  Many  o f  t h e s e  a r e  r e l a t e d  t o  
t h e  W i e n e r  f i l t e r  and  a r e  o f f s p r i n g s  o f  l i n e a r  f i l t e r i n g  
t h e o r y  i n  o p t i c s .  One e x a m p l e  was  f i r s t  d e v e l o p e d  f o r  
t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  c a s e  by  P h i l i p s  ( 2 6 ) ;  k n o wn  as  t h e  
c o n s t r a i n e d  l e a s t - s q u a r e s f i l t e r ,  i t  h a s  b e e n  g e n e r a l i s e d  
t o  t w o  d i m e n s i o n s  and  c a n  be s h o w n  t o  be c l o s e l y  r e l a t e d  
t o  t h e  m i n i m u m  mean s q u a r e  e r r o r  f i l t e r .
The  W i e n e r  f i l t e r  m i n i m i s e s  t h e  mean s q u a r e  e r r o r  o f  
t h e  r e s t o r e d  i m a g e  a c c o r d i n g  t o  t h e  e s t i m a t e  d ^ ( u , v ) / d ^ ( u , v  
I f  t h i s  t e r m  i s  r e p l a c e d  by  a s i n g l e  f u n c t i o n ,  t h e  r e s u l t  
i s  a g e n e r a l i s a t i o n  o f  t h e  W i e n e r  f i l t e r
R ( u , V ) = __________________H "̂  ( u , V )______________ ( 1 . 1 6 )
I H ( u , V ) I ^ + k . 1 M ( u , V ) I ^
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The  t e r m  | M ( u , v )  | i s  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  o f  a f u n c t i o n  
c h o s e n  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p e c i f i c  t y p e  o f  e r r o r  p e r f o r m ­
a n c e  r e q u i r e d  o f  t h e  f i l t e r ,  w h i c h  i s  t h e n  w e i g h t e d  i n  
i t s  e f f e c t  b y  t h e  c o n s t a n t  k .  I n  t h i s  w a y ,  h i g h e r  
o r d e r  d e r i v a t i v e s  c a n  be m i n i m i s e d ,  r e s t o r a t i o n  a c c o r d '  
i n  g t o  c o n s t r a i n t s  p r o v i d e d  by  an a s s u m e d  v i s u a l  m o d e l  
c a n  be u n d e r t a k e n ,  o r  an e q u i v a l e n t  t o  t h e  W i e n e r  f i l t e r  
a t t a i n e d .  T he  e x c e l l e n c e  o f  t h e  r e s t o r a t i o n  t h e n  t e n d s  
t o  d e p e n d  on t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  m o d e l s  u s e d  t o  f o r m  
k .  ) M ( u , V ) I ^ , w h i c h  i n  t u r n  d e p e n d s  on
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t h e  e x t e n t  o f  ' a  p r i o r i '  i n f o r m a t i o n  a b o u t  i m a g e  and  n o i s e  
a v a i l a b l e .  The  t w o - d i m e n s i o n a l  f o r m  o f  P h i l i p s '  f i l t e r  was  
f i r s t  i n d i c a t e d  b y  H u n t  ( 2 7 )  f o r  a m o r e  g e n e r a l  s i t u a t i o n ;  
t h i s  p a p e r  a l s o  g a v e  d e t a i l s  o f  a d i g i t a l  r e a l i z a t i o n  o f  
e q . ( 1 . 1 6 )  w i t h  some e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .
Many  o t h e r  f o r m s  o f  i n v e r s e  f i l t e r i n g  a r e  p o s s i b l e ,  
a n d  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d  f o r  c e r t a i n  a p p l i c a t i o n s .  One 
e x a m p l e  i s  a f i l t e r  w h i c h  a c h i e v e s  t h e  g e o m e t r i c  mean b e t ­
ween  t h e  s i m p l e  i n v e r s e  and  W i e n e r  f i l t e r s ,  b u t  t h e  l i s t  o f  
p o s s i b i l i t i e s  c o u l d  be c o n t i n u e d  a l m o s t  ad i n f i n i t u m .  
S u f f i c e  i t  t o  s a y  t h a t  a l l  t h e s e  f i l t e r s  d r a w  on c o n v e n t ­
i o n a l  o p t i c a l  t h e o r y  f o r  t h e i r  i n i t i a l  c o n c e p t ,  a nd  as  s u c h  
f a l l  v e r y  n i c e l y  i n t o  t h e  c o n c e p t  o f  F o u r i e r  t r a n s f o r m  p r o ­
c e s s i n g ,  w h e t h e r  c o n t i n u o u s  ( i . e .  o p t i c a l )  o r  d i s c r e t e  
( d i g i t a l ) .  T h e r e  i s  n o / r e a s o n  t o  b r a n d  a n y  o f  t h e  i n v e r s e  
t e c h n i q u e s  as  p u r e l y  d i g i t a l  o p e r a t i o n s  s i n c e  i t  w o u l d  be 
t h e o r e t i c a l l y  p o s s i b l e  t o  f o r m  a l l  t h e  f i l t e r s  o p t i c a l l y .  
D i g i t a l  p r o c e s s i n g  t h e n  c o r r e s p o n d s  t o  s i m u l a t i o n  o f  a 
c o n t i n u o u s  o p e r a t i o n  w i t h  a p h y s i c a l  m e a n i n g ,  w h e r e  t h e  
p o w e r  o f  t h e  c o m p u t e r  i s  u s e d  t o  a l l o w  s i m p l e  c o n s t r u c t i o n  
o f  c o m p l e x  s p a t i a l  f i l t e r s  w i t h  c o n t i n u o u s l y  v a r y i n g  a mp­
l i t u d e  and  p h a s e  c h a r a c t e r i s t i c s ,  a n d  t o  e n a b l e  a w i d e  
r a n g e  o f  i n t e n s i t i e s  t o  be d e a l t  w i t h  a c c u r a t e l y .
B e c a u s e  s u c h  s i m u l a t i o n s  i n f e r  t h e  u s e  o f  t h e  t w o -  
d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  as an e q u i v a l e n t  t o  t h e  o p t ­
i c a l  p r o c e s s ,  t h e y  a r e  o f  i n t e r e s t  h e r e .  I t  w o u l d  n o t  
h o w e v e r  be c o r r e c t  t o  g i v e  t h e  i m p r e s s i o n  t h a t  t r a n s f o r m
d o m a i n  p r o c e s s i n g  i s  t h e  o n l y  t o o l  o f  a n y  u s e  i n  i n v e r s e
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f i l t e r i n g ;  s i n c e  a l l  t h e  i n v e r s e  f i l t e r s  c o n s i d e r e d  h e r e  
a p p l y  t o  d e g r a d a t i o n s  w h i c h  h a v e  s p a c e  i n v a r i a n t  p o i n t  
s p r e a d  f u n c t i o n s  ( S I P S F ’ s ) ,  t h e  r e s t o r a t i o n  c a n  be t h o u g h t  
o f  as  a s i m p l e  d e c o n v o l v i n g  p r o c e s s  on t h e  d e g r a d e d  i m a g e .
I t  f o l l o w s  t h a t  c o n v o l u t i o n a l  and  r e c u r s i v e  s p a t i a l  d o m a i n  
d i g i t a l  f i l t e r s  a r e  q u i t e  l e g i t i m a t e ,  as  a r e  K a l m a n  f i l t e r s ,  
B a y e s i a n  e s t i m a t i o n  e t c .  T h e s e  m e t h o d s  do n o t  n o r m a l l y  
i n v o k e  t h e  u s e  o f  t r a n s f o r m  t e c h n i q u e s ,  and  a r e  n o t  o f  
d i r e c t  r e l e v a n c e  h e r e .
D e s p i t e  t h i s ,  o n e  p a r t i c u l a r  t e c h n i q u e  f o r  d e c o n v o l ­
u t i o n  s h o u l d  be m e n t i o n e d  s i n c e  i t  h i g h l i g h t s  o n e  p i e c e  o f  
i n f o r m a t i o n  a b o u t  i m a g e  r e p r o d u c t i o n  w h i c h  i s  a l w a y s  
a v a i l a b l e  ' a  p r i o r i ’ ; an i m a g e  b e i n g  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  
an o b j e c t  i n  t e r m s  o f  s c a t t e r e d  l i g h t  i n t e n s i t y ,  m e a s u r e d  
by  d e v i c e s  w h i c h  a r e  i n t e n s i t y  s e n s i t i v e ,  w i l l  n e v e r  t a k e  
on n e g a t i v e  v a l u e s  ( o r ,  on p r a c t i c a l  c o n s i d e r a t i o n s ,  z e r o  
v a l u e s ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  a n y  p r o c e s s i n g  c a r r i e d  o u t  on an 
i m a g e  . s h o u l d  a l w a y s  r e s u l t  i n  an e n s e m b l e  o f  n o n - n e g a t i v e  
v a l u e s  and  c o n v e r s e l y  t h a t  a n y  i m a g e  c o n t a i n i n g  n e g a t i v e  
v a l u e s  o f  b r i g h t n e s s  m u s t  be c o n s i d e r e d  t o  be p h y s i c a l l y  
m e a n i n g l e s s  as h a v i n g  s t r a y e d  o u t s i d e  c o n s t r a i n t s  d e t e r m ­
i n e d  by  t h e  p h y s i c a l  f o r m a t i o n  and  i n t e r p r e t a t i o n  o f  an 
i m a g e .  Now w h i l s t  c e r t a i n  t y p e s  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  f i t  
n e a t l y  i n t o  t h i s  c o n s t r a i n t  -  f o r  e x a m p l e  h o m o m o r p h i c  
f i l t e r i n g  ( r e f . 2 8 , 1 . 2 . 3  and  3 . 3 . 2 )  -  i n v e r s e  f i l t e r i n g ,  i n
g e n e r a l ,  d o e s  n o t  t a k e  a c c o u n t  o f  i t  a nd  t h e r e  i s  no g e n ­
e r a l  g u a r a n t e e  t h a t  a t o t a l l y  n o n - n e g a t i v e  r e s t o r a t i o n  
w i l l  r e s u l t .  A l s o ,  t h e  s o r t  o f  c r i t e r i a  r e q u i r e d  f o r
1 6
o p t i m u m  r e s t o r a t i o n  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  a human 
o b s e r v e r  t e n d  t o  be s o  c o m p l i c a t e d  t h a t  a c o m p l e t e l y  a n a ­
l y t i c  a p p r o a c h  s u c h  as  i n v e r s e  f i l t e r i n g  r a r e l y  r e s u l t s  i m 
a " b e s t "  o r  " m o s t  p l e a s i n g "  i m a g e ;  t h e  o n l y  r e a s o n a b l e  
a p p r o a c h  i s  t o  t r e a t  t h e  o b s e r v e r  as t h e  a n a l y s e r  and  
i n s t i t u t e  an i t e r a t i v e  a p p r o a c h  w h e r e  t h e  " b e s t "  i m a g e ,  as  
d e t e r m i n e d  s u b j e c t i v e l y  b y  t h e  o b s e r v e r  i s  r e a c h e d  c o n v e r g -  
e n t l y  b y  s u c c e s s i v e  i t e r a t i o n s .  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a p p ­
r o a c h e s  do n o t  l e n d  t h e m s e l v e s  e f f e c t i v e l y  t o  r e s t o r a t i o n s  
b a s e d  on t h e  n o n - n e g a t i v e  r e q u i r e m e n t .
One m e t h o d  d u e  t o  MacAdam ( 2 9 )  i s  p a r t i c u l a r l y  p l e a s ­
i n g  b e c a u s e  i t  b a s e s  t h e  r e s t o r a t i o n  on t h e s e  t w o  r e q u i r e ­
m e n t s .  MacAdam c a l l s  t h i s  t h e  m e t h o d  o f  c o n s t r a i n e d  
d e c o n v o l u t i o n ,  and  s h o w s  t h a t  i n  a b s e n c e  o f  n o i s e ,  d i s c r e t e  
c o n v o l u t i o n  and  d e c o n v o l u t i o n  a r e  e x a c t l y  e q u i v a l e n t  t o  
p o l y n o m i a l  m u l t i p l i c a t i o n  ; and  d i v i s i o n  w h i c h  c a n  be 
m o d e l l e d  as  a l g e b r a i c  l o n g  m u l t i p l i c a t i o n  and  d i v i s i o n .
He was  a l s o  o n e  o f  t h e  f i r s t  t o  n o t i c e  t h a t  t w o - d i m e n s i o n a l  
c o n v o l u t i o n  c a n  be a r r a n g e d  i n  a o n e - d i m e n s i o n a l  f o r m  i n  
t e r m s  o f  v e c t o r - m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  ( S e e  a l s o  ( 5 1 )  ) .
As an i l l u s t r a t i o n  o f  t h i s ,  c o n s i d e r  t h e  c o n v o l u t i o n  o f  a 
s e q u e n c e  o f  s a m p l e s  G w i t h  a P5F H w h e r e
G = 2 , 7 , 1 5 , 1 1 , 8 , 3  
H = 1 , 5 , 3
T he  c o n v o l u t i o n  c a n  be p e r f o r m e d  by  t h e  l o n g  m u l t i -  
p l i c a t  i o n
1 7
2 7 1 5 1 1 8 3 G
1 5 3 H
6 2 1 45 33 24 9
1 0 35 75 55 40 1 5.
2 7 1 5 1 1 8 3
2 1 7 56 1 07 108 76 39 9
Th i s  c a n  be q u i c k l y c b e c k e d t o  be t h e
o f t h e t w o p o l y n o m i a l s
2x
5
+ 7 x ^  + 1 5 x ^  + 1 1
2
X + 8 X + 3
2
and  X + 5x + 3
P r o v i d e d  t h e r e  i s  no p e r t u r b a t i o n  o f  G b y  i n f l u e n c e  
s u c h  as n o i s e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  f o r m  a p e r f e c t  r e s t o r a t ­
i o n  b y  l o n g  d i v i s i o n  s i n c e  we k now t h a t  t h e r e  w i l l  be a 
r e m a i n d e r  o f  z e r o .
2 7 15 11 8 3
2 17 '  56 107 108 7 6 39
2 I D 6
7 50 107
7 35 2 1
15 86 108
1 5 75____ 45_______
0 11 63 76
11 55 33
8 43 39




T h i s  i s  e a s i l y  s e e n  t o  be e q u i v a l e n t  t o  t h e  d i v i s i o n  o f
t w o  p o l y n o m i a l s .  I t  i s  e q u a l l y  e a s y  t o  s e e  t h a t  a l t e r a t i o n
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o f  j u s t  o n e  s a m p l e  i n  t h e  d e g r a d e d  s e q u e n c e  G  ̂ o r  i n  t h e  
PSF h a s  a d r a m a t i c  e f f e c t  on t h e  r e a l i s m  o f  t h e  r e s t o r a t i o n .
I n  t h i s  e x a m p l e ,  t h e  p r o b l e m  o f  n o i s e  i s  d e f i n e d  i n  
an i n t e r e s t i n g  wa y  by  a l l o w i n g  e a c h  s a m p l e  o f  e a c h  s e q u e n c e  
t o  v a r y  b e t w e e n  u p p e r  and  l o w e r  l i m i t s ,  t h e s e  b e i n g  e s t i m ­
a t e d  f r o m  s t a t i s t i c a l  k n o w l e d g e  o f  t h e  s i g n a l  an d  n o i s e .
A t o t a l  o f  s i x  v e c t o r s  o f  u p p e r  an d  l o w e r  l i m i t s  a r e  
f o r m e d ,  r e l a t i n g  t o  G ^ , H ,  an d  t h e  v i s u a l  r e s p o n s e  o f  t h e  
o p e r a t o r .  The  p r o b l e m  t h e n  b e c o m e s  o n e  o f  e s t i m a t i n g  t h e  
b e s t  r e s t o r a t i o n  v i s u a l l y  w i t h i n  t h e  t w i n  c o n s t r a i n t s  o f  
( a )  a l l  i r r a d i a n c e  v a l u e s  b e i n g  p o s i t i v e  and  ( b )  a l l  
s a m p l e  v a l u e s  f a l l i n g  w i t h i n  t h e  s p e c i f i e d  u p p e r  a n d  l o w e r  
l i m i t  v e c t o r s .  T h i s  i s  a c h i e v e d  b y  d e f i n i n g  a s o l i d  i n  
n - s p a c e  f r o m  t h e  v e c t o r s  ( we l e t  t h e  v e c t o r  p a i r  c o r r e s ­
p o n d i n g  t o  G  ̂ be o f  o r d e r  n ) ,  so  t h a t  a n y  p o i n t  i n s i d e  
t h i s  s p a c e ,  d e f i n e d  by  n c o o r d i n a t e s ,  c o r r e s p o n d s  t o  a 
p o s s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  r e s t o r a t i o n  p r o b l e m .  F u r t h e r m o r e ,  
t h i s  s o l i d  m u s t  l i e  i n  t h e  p o s i t i v e  s e c t o r  o f  n - s p a c e .
MacAdam i n d i c a t e s  an a l g o r i t h m  f o r  d e v e l o p i n g  a r o u t e  
t h r o u g h  n - s p a c e  t o  r e a c h  a p o i n t  w h i c h  w i l l  a l w a y s  be i n  
t h e  s o l u t i o n  s o l i d ,  and  p r o v i d e s  e x p e r i m e n t a l  v e r i f i c a t i o n  
t h a t  t h i s  a p p r o a c h  i s  c a p a b l e  o f  g i v i n g  s u p e r i o r  r e s t o r a t ­
i o n s  c o m p a r e d  w i t h  W i e n e r  f i l t e r i n g  i n  t h e  c a s e  o f  
d e f o c u s s e d ,  n o i s y  i m a g e s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e r e  i s  an i n t e r ­
e s t i n g  s e c t i o n  s h o w i n g  how t h e  c o n c e p t  o f  p o l y n o m i a l  
m u l t i p l i c a t i o n  ; r e l a t e s  t o  t h e  s i m p l e  t r a n s f o r m  
n — 1
P ( q ) 1̂ — ^  I q j  . k , k = G , — — — — —, n  — 1 ( 1 , 1 7 )
j = 0
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w h i c h  i n  t u r n  r e l a t e s  t h i s  t e c h n i q u e  t o  t h e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  a p p r o a c h .  T he  t e c h n i q u e  o f  c o n s t r a i n e d  
d e c o n v o l u t i o n  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  b e c a u s e  i t  t e n d s  t o  
h i g h l i g h t  t h e  r e l e v a n c e  o f  t h e  p o s i t i v e  r e s t o r a t i o n  
c o n s t r a i n t  and  as  an i n d i c a t i o n  t h a t  s p a t i a l  f r e q u e n c y  
p r o c e s s i n g  i s  n o t  t h e  o n l y  u s e f u l  t o o l  i n  i m a g e  r e s t o r ­
a t i o n  .
1 . 2 . 2  SUPERRESOLUTI ON
O p i n i o n s  d i f f e r  as  t o  w h e t h e r  s u p e r r e s o l u t i o n  i s  
a r e s t o r a t i o n  o r  e n h a n c e m e n t  p r o c e s s ,  d e p e n d i n g  on 
w h e t h e r  a d i f f r a c t i o n  l i m i t e d  b u t  o t h e r w i s e  u n d e g r a d e d  
i m a g e  i s  r e g a r d e d  as  d e g r a d e d  o r  p e r f e c t  ( i n  t h e  s e n s e  
o f  b e i n g  t h e  b e s t  r e n d i t i o n  o f  t h e  o b j e c t  s p a c e  a t t a i n ­
a b l e ) .  On t h e  b a s i s  t h a t  an i m a g i n g  s y s t e m  m u s t  h a v e  a 
f i n i t e  a p e r t u r e ,  a n y  i m a g e  f o r m e d  b y  t h e  s y s t e m  m u s t  be 
d i f f r a c t i o n  l i m i t e d  t o  an e x t e n t  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
a p e r t u r e  d i m e n s i o n s ,  so  t h a t  w i t h  a s p e c i f i c  i d e a l  
i m a g i n g  s y s t e m ,  t h e  r e s u l t i n g  i m a g e  i s  p e r f e c t .  T h e r e ­
f o r e ,  a n y  s u b s e q u e n t  o p e r a t i o n s  on t h e  i m a g e  m u s t  be 
r e g a r d e d  as  an e n h a n c e m e n t  t e c h n i q u e  t o  a p p r o a c h  mo r e  
c l o s e l y  t h e  o b j e c t  s p a c e  r a t h e r  t h a n  t o  i m p r o v e  on t h e  
e x i s t i n g  i m a g e .
As t h e  name i m p l i e s ,  t h e  o b j e c t i v e  o f  s u p e r r e s o l ­
u t i o n  i s  t o  i n c r e a s e  t h e  r e s o l u t i o n  o f  t h e  i m a g e  b e y o n d  
t h e  d i f f r a c t i o n  l i m i t  i j onposed b y  t h e  i m a g i n g  s y s t e m .  F o r  
a l o n g  t i m e  i t  was  b e l i e v e d  t h a t  t h e  d i f f r a c t i o n  l i m i t
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f o r  a n y  p a r t i c u l a r  a p e r t u r e  i m p o s e d  an a b s o l u t e  l i m i t  on 
t h e  d e g r e e  o f  r e s o l u t i o n  p o s s i b l e .  T h i s  b e l i e f  was  b a s e d  
on t h e  c l a s s i c a l  d i f f r a c t i o n  t h e o r y  d e v e l o p e d  b y  R a y l e i g h .  
The  d e t a i l s  o f  t h i s  t h e o r y  a r e  n o t  i m p o r t a n t  h e r e ,  b u t  
t h e  i m p o r t a n t  f a c t s  a f f e c t i n g  s u p e r r e s o l u t i o n  c a n  be 
s u m m a r i s e d  i n  t w o  p o i n t s .  F i r s t l y ,  t h e  o r i g i n a l  o b j e c t  
m u s t  h a v e  f i n i t e  l i m i t s  o f  s p a t i a l  e x t e n t .  S e c o n d l y ,  a 
k n o w l e d g e  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  l i m i t e d  s p e c t r u m  i s  r e q u i r e d
S u p e r r e s o l u t i o n  i s  c o n c e p t u a l l y  e a s y  t o  d e s c r i b e .  
P r o v i d e d  t h e  o b j e c t  i s  o f  f i n i t e  d i m e n s i o n s ,  F o u r i e r  
t h e o r y  p r e d i c t s  t h a t  i t s  s p e c t r u m  m u s t  be o f  i n f i n i t e  
d i m e n s i o n s ,  w h e r e a s  t h e  d i f f r a c t i o n - l i m i t e d  i m a g e  h a s  a 
s p e c t r u m  w h i c h  i s  o b v i o u s l y  b a n d - l i m i t e d .  T he  p r o b l e m  i s  
t h e r e f o r e  o n e  o f  f i n d i n g  a u n i q u e  e x t r a p o l a t i o n  o f  t h e  
i m a g e  s p e c t r u m  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o ,  o r  an a p p r o x i m a t i o n  
t o ,  t h e  o b j e c t  s p e c t r u m .  T h i s  p r o b l e m  i s  s h o w n  i n  F i g  1.5 
The  v a r i o u s  e x t r a p o l a t i o n s  b e y o n d  t h e  p a s s b a n d  o f  t h e  
o p t i c a l  s y s t e m  i n f e r  a h o s t  o f  d i f f e r e n t  o b j e c t s ,  
a l b e i t  d i f f e r e n t  i n  v e r y  f i n e  d e t a i l  o n l y .  H o w e v e r ,  when 
t h e  b a n d l i m i t e d  s p e c t r u m  i s  k n o w n ,  i t  c a n  be s h o w n  t h a t  
t h e r e  i s  a u n i q u e  e x t r a p o l a t i o n  f o r  t h a t  s p e c t r u m ,  and  
t h u s  t h e  o b j e c t  i s  u n i q u e l y  d e f i n e d  by  t h e  d i f f r a c t i o n -  
l i m i t e d  i m a g e .  T h i s  r e s u l t  i s  d u e  t o  t h e  a n a l y t i c  n a t u r e  
o f  t h e  o b j e c t  s p e c t r u m ;  i t  i s  a p r o p e r t y  o f  a f u n c t i o n  
w h i c h  i s  p i e c e w i s e  c o n t i n u o u s ,  R i e m a n n  i n t e g r a b l e  and 
b o u n d e d  i n  a m p l i t u d e ,  t h a t  t h e  f i n i t e  i n t e g r a l  o f  t h e  
t y p e  d e f i n i n g  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  a n a l y t i c  ( 3 0 ) .
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S i n c e  t h e  o b j e c t  s p a c e  i s  a r e a l - v a l u e d ,  f i n i t e  e x t e n t  
f u n c t i o n  w i t h  f i n i t e  e x t e n t  i n t e n s i t y ,  i t s  s p e c t r u m  m u s t  
be  a n a l y t i c .  I t  i s  a l s o  t r u e  t h a t  a c o m p l e x  v a r i a b l e  
f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  t h r o u g h o u t  t h e  z - p l a n e  b y  a k n o w l e d g e  
o f  i t s  p r o p e r t i e s  w i t h i n  a s m a l l  r e g i o n  o f  a n a l y t i c i t y  
( 3 1 ) .  I t  f o l l o w s  t h a t , g i v e n  a k n o w l e d g e  o f  t h e  u n d e g r a d e d  
i m a g e  s p e c t r u m  o v e r  t h e  o p t i c a l  p a s s b a n d ,  i t  j-s t h e o ­
r e t i c a l l y  p o s s i b l e  t o  r e c o n s t r u c t  e x a c t l y  t h e  s p e c t r u m  o f  
t h e  o b j e c t  up t o  a n y  f r e q u e n c y  l i m i t  d e s i r e d .
The  q u e s t i o n  o f  t h e  p r a c t i c a b i l i t y  o f  s u c h  r e c o n ­
s t r u c t i o n s  h a s  b e e n  v a r i o u s l y  a t t a c k e d  b y  s e v e r a l  r e ­
s e a r c h e r s .  E a r l y  p r a c t i c a l  a t t e m p t s  i n  m i c r o w a v e s  and  
o p t i c s  ( s e e  f o r  e x a m p l e ,  d i  F r a n c i a  ( 3 2 ) ) w e r e  f r u s t r a t e d  by  
t h e  l a r g e  c u r r e n t  and  f l u x  r e q u i r e m e n t s .  H a r r i s  ( 3 3 )  
a p p l i e d  a s a m p l i n g  t h e o r e m  t e c h n i q u e  t o  s h o w  t h e  t h e o ­
r e t i c a l  p r a c t i c a b i l i t y  o f  e n h a n c e m e n t  b e y o n d  t h e  d i f f r a c t ­
i o n  l i m i t  f o r  a o n e - d i m e n s i o n a l  e x a m p l e .  A s i m i l a r  
a p p r o a c h ,  on a m o r e  t h e o r e t i c a l  b a s i s ,  was  p u t  f o r w a r d  
b y  B a r a k a t  ( 3 4 ) .  The  t h e o r y  o f  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  
w a v e f o r m s  ( 3 5 )  h a s  b e e n  u s e d  b y  F r i e d e n  ( 3 6 )  and  B a r n e s  
( 3 7 )  t o  p r o d u c e  p r a c t i c a l  e x a m p l e s  o f  t h e  r e s o l u t i o n  o f  
o b j e c t s  b e y o n d  t h e  d i f f r a c t i o n  l i m i t .  H o w e v e r ,  t h e  c o n ­
c l u s i o n s  o f  a l l  r e s e a r c h e r s  h a v e  b e e n  t h a t  s y s t e m  n o i s e ,  
r a t h e r  t h a n  a n y  a b s o l u t e  c r i t e r i a ,  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  a l l  
p r a c t i c a l  l i m i t a t i o n s ,  and  t h a t  n o i s e  p e r t u r b a t i o n s  h a v e  
an a l m o s t  i n t o l e r a b l e  e f f e c t  on t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h e  
e x t r a p o l a t i o n ,
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I n  v i e w  o f  t h i s ,  i t  s e e ms  p r o b a b l e  t h a t  t h e  i d e a  
o f  s u p e r r e s o l u t i o n  w i l l  r e m a i n  as  a t h e o r e t i c a l  t o o l  f o r  
e n h a n c e m e n t  o f  i m a g e s  b e y o n d  t h e  R a y l e i g h  l i m i t .  We n o t e  
h o w e v e r ,  t h a t  t h e  p r o b l e m s  o f  e x c e s s i v e  o p t i c a l  f l u x  
( i . e .  r e d u c i n g  t h e  e f f e c t s  o f  s y s t e m  n o i s e )  a r e  e a s i l y  
o v e r c o m e  i n  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r  and  t h a t  t h e  u s e  o f  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  i n h e r e n t  i n  t h e  
c o n c e p t  o f  s u p e r r e s o l u t i o n .
1 . 2 . 3  ENHANCEMENT I N THE FREQUENCY DOMAI N
E n h a n c e m e n t  t e c h n i q u e s  a r e  i n h e r e n t l y  d i f f e r e n t  
f r o m  r e s t o r a t i o n  b e c a u s e  t h e  c r i t e r i o n  o f  a c h i e v i n g  a 
c l o s e r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  o b j e c t  i s  no l o n g e r  
i m p o r t a n t .  The  o b j e c t i v e  o f  e n h a n c e m e n t  i s  t o  p r e s e n t  t o  
t h e  v i e w e r  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  i m a g e  w h i c h  
was  n o t  a p p a r e n t  i n  t h e  o r i g i n a l ;  t h e r e  a r e  as  many  
e n h a n c e m e n t  i d e a s  as  t h e r e  a r e  a p p l i c a t i o n s ; a n d  an e x a c t  
d e f i n i t i o n  o f  e n h a n c e m e n t  i n  a n y  g e n e r a l  way  i s  i m p o s s i b l e .  
S i n c e  t h e  end  p r o d u c t  i s  u s u a l l y  v i e w e d  s u b j e c t i v e l y ,  i t  
i s  d i f f i c u l t  t o  p l a c e  many  o f  t h e s e  m e t h o d s  on a f i r m  
a n a l y t i c  b a s e .  I n d e e d ,  e n h a n c e m e n t  may r e s u l t  i n  a mo r e  
p l e a s i n g  i m a g e  f o r  on e  p e r s o n  w h i l s t  a s e c o n d  v i e w e r  f r o m  
a d i f f e r e n t  b a c k g r o u n d  may j u d g e  t h e  e n h a n c e d  i m a g e  as 
u n s a t i s f a c t o r y  f o r  h i s  p u r p o s e .  F o r  e x a m p l e  t h e  m e t e o r ­
o l o g i s t  e x a m i n i n g  d i f f e r e n t  v a r i e t i e s  o f  c l o u d  on a 
s a t e l l i t e  p i c t u r e  may u s e  some f o r m  o f  e d g e  e n h a n c e m e n t  t o
h i g h l i g h t  d i f f e r e n c e s  i n  g r a n u l a r i t y  as an a i d  i n  r e c o g ­
n i t i o n ;  t h e  same m e t e o r o l o g i s t  c a r r y i n g  o u t  a d e n s i t o -
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m e t r i c  s u r v e y  o f  r e l a t i v e  b r i g h t n e s s e s  w o u l d  r e q u i r e  an 
a c c u r a t e  c a l i b r a t i o n  o f  d e n s i t i e s  w i t h  a r e d u c t i o n  i n  
a t m o s p h e r i c  d e g r a d a t i o n s  an d  n o i s e ,  f o r  w h i c h  t h e  f i r s t  
e n h a n c e m e n t  w o u l d  be a h i n d r a n c e .
The  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  o u t l i n e  e x i s t i n g  
m e t h o d s  o f  e n h a n c e m e n t  w h i c h  may be i m p l e m e n t e d  i n  t h e  
s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n  an d  w h i c h  t h e r e f o r e  u s e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  t h e o r y .  We w i l l  a g a i n  r e s t r i c t  t h e  d i s c u s s i o n  
t o  S I P 5 F  s y s t e m s  b e c a u s e  r e s t o r a t i o n  and  e n h a n c e m e n t  o f  
SVPSF s y s t e m s  e i t h e r  r e q u i r e  b r u t e  f o r c e  m e t h o d s  w h i c h  
a r e  i r r e l e v a n t  h e r e ,  o r  f a l l  b r o a d l y  i n t o  t h e  5 I P 5 F  c a t ­
e g o r y  a f t e r  g e o m e t r i c  t r a n s f o r m a t i o n s  and  s i m i l a r  m a n i p ­
u l a t i o n s  h a v e  b e e n  u s e d .  T e c h n i q u e s  u s e d  c a n  be c l a s s ­
i f i e d  i n t o  t w o  s e c t i o n s ,  t h o s e  w h i c h  s e e k  t o  o p e r a t e  i n  
some way  on t h e  v i s u a l  s y s t e m  o f  t h e  v i e w e r  t o  p r o d u c e  a 
m o r e  p l e a s i n g  i m a g e  and  t h o s e  w h i c h  h i g h l i g h t  a s p e c i f i c  
t y p e  o f  i n f o r m a t i o n  w i t h i n  t h e  p i c t u r e ,  o f t e n  f o r  s u b ­
s e q u e n t  m a c h i n e  a n a l y s i s .  The  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n  
i s  c o n v e n i e n t  o n l y  f o r  c e r t a i n  e n h a n c e m e n t  o p e r a t i o n s ;  
t h e s e  i n c l u d e  l i n e a r  f i l t e r i n g  f o r  e d g e  e n h a n c e m e n t  a nd  
r e l a t e d  p s y c h o v i s u a l  i m p r o v e m e n t s ,  n o n l i n e a r  f i l t e r i n g  
i n  s u c h  t a s k s  as  d y n a m i c  r a n g e  c o m p r e s s i o n ,  s e l e c t i v e  
f i l t e r i n g  f o r  t h e  a c c e n t u a t i o n  o f  p r e s p e c i f i e d  d e t a i l ,  
c o n t r a s t  i m p r o v e m e n t  and  r e v e r s a l  and  p u r e  p h a s e  i m a g e r y .
The  s i m p l e s t  e n h a n c e m e n t  i s  t h a t  o f  c o n t r a s t  
i m p r o v e m e n t .  I t  i s  a l s o  o n e  o f  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  i n
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t e r m s  o f  i m p r o v e m e n t  i n  v i s u a l  q u a l i t y  and  s h o w s  t h e  
p o w e r  o f  some s i m p l e  s p e c t r a l  o p e r a t i o n s  when  t w o  d i m e n s ­
i o n a l  f u n c t i o n s  a r e  c o n s i d e r e d .  F i g . 1 . 6  s h o w s  t h r e e  
s i m i l a r  s c e n e s  w i t h  o b v i o u s  d i f f e r e n c e s  i n  c o n t r a s t  r a t i o .  
The  c o r r e s p o n d i n g  g r a p h s  s h o w t h e  a m p l i t u d e  o f  i m a g e  
i r r a d i a n c e  t a k e n  a l o n g  on e  s p e c i f i c  l i n e  o f  e a c h  i m a g e ;  
o t h e r  l i n e s  s h o w  t h e  same c h a r a c t e r i s t i c s .  C l e a r l y  t h o s e  
i m a g e s  w i t h  p o o r  c o n t r a s t  c o u l d  be c o n s i d e r e d  t o  c o n s i s t  
o f  a m o d u l a t i o n  r i d i n g  on a s t e a d y  b a c k g r o u n d  i n t e n s i t y .
g ( X , y ) = A + i ( X , y ) ( 1 . 1 8 )
I n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  t h i s  g i v e s  r i s e  t o  a l a r g e  
s p e c t r a l  c o e f f i c i e n t  a t  z e r o  f r e q u e n c y .  A t t e n u a t i o n  o f  
t h i s  c o e f f i c i e n t  b y  a s u i t a b l e  a m o u n t  r e s u l t s  i n  an i m a g e  
w i t h  a l o w e r  b a c k g r o u n d  l e v e l  a n d  an i m p r o v e d  c o n t r a s t .  
T h i s  m e t h o d  i s  c o m m o n l y  u s e d  i n  o p t i c s ,  i m p l e m e n t e d  b y  
p l a c i n g  a l o w - t r a n s m i s s i o n  d . c .  s t o p  on t h e  o p t i c a l  a x i s  
i n  t h e  F r a u n h o f e r  d i f f r a c t i o n  p l a n e  o f  t h e  o p t i c a l  s y s t e m .  
D i g i t a l  m e t h o d s  o f f e r  t h e  a d v a n t a g e s  o f  a l l o w i n g  g a i n s  o f  
g r e a t e r  t h a n  u n i t y  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  i m a g e  n o r m a l i s a t i o n  
a f t e r  p r o c e s s i n g  and  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  d . c .  c o ­
e f f i c i e n t  w i t h o u t  a f f e c t i n g  t h e  s u r r o u n d i n g  l o w - f r e q u e n c y  
c o e f f i c i e n t s .  Of  c o u r s e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a c h i e v e  t h e  
same r e s u l t s  d i g i t a l l y  e n t i r e l y  i n  t h e  s p a t i a l  d o m a i n  b y  
l e v e l - c h a n g i n g  and  r e s c a l i n g ;  t h i s  may be d e s i r a b l e  f r o m  
t h e  e r r o r  p o i n t  o f  v i e w  w h e r e  s m a l l  c o m p u t e r s  a r e  c o n ­
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FIG 1 .6
I t  i s  now k n o wn  t h a t  t h e  human v i s u a l  s y s t e m  ( HV5 )  
as  a w h o l e  t e n d s  t o  s h o w an e n h a n c e d  r e s p o n s i v e n e s s  t o  
h i g h e r  i m a g e  f r e q u e n c i e s .  T h i s  i s  s u b s t a n t i a t e d  i n  p a r t  
b y  e n h a n c e m e n t  s c h e m e s  w h i c h  i n c r e a s e  t h e  i m p o r t a n c e  o f  
h i g h  f r e q u e n c y  i n f o r m a t i o n  w i t h i n  an i m a g e  as  w e l l  as 
w o r k  c a r r i e d  o u t  on t h e  m o d u l a t i o n  t r a n s f e r  f u n c t i o n  
( MTF)  o f  t h e  HVS ( 3 8 ) .  The  F o u r i e r  f r e q u e n c y  p l a n e  
o f f e r s  an a t t r a c t i v e  a r e n a  f o r  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  e f f e c t  
o f  d i f f e r e n t  s c h e m e s  f o r  e d g e  e n h a n c e m e n t  b e c a u s e  o f  t h e  
e a s e  o f  i m p l e m e n t a t i o n  o f  v a r i o u s  f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c s .  
C e r t a i n  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  l i k e l y  t o  r e s u l t  i n  " p l e a s i n g "  
r e s u l t s  as  i n t e r p r e t e d  b y  t h e  HV5,  b u t  i n  g e n e r a l ,  an 
o p t i m u m  e n h a n c e m e n t  i s  l i k e l y  t o  be a c h i e v e d  b y  an i n t e r ­
a c t i v e  a p p r o a c h  w h i c h  r e l i e s  on t h e  s u b j e c t i v e  a n a l y s i s  
o f  t h e  v i e w e r  and  a c e r t a i n  e x p e r i e n c e  i n  r e l a t i n g  a r e a s  
i n  t h e  f r e q u e n c y  p l a n e  t o  t h e i r  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i m a g e .  
The  q u e s t i o n  f i r s t  p o s e d  by  MacAdam ( 2 9 )  m u s t  be a s k e d ,  
n a m e l y  i s  t h e  F o u r i e r  d o m a i n  o n e  i n  w h i c h  i t  i s  e a s y  t o  
e q u a t e  s p e c t r a l  o p e r a t i o n s  t o  t h e i r  s p a t i a l  e f f e c t s ,  o r  
m i g h t  o t h e r  t e c h n i q u e s  f o r  e n h a n c e m e n t  l e a d  t o  o p e r a t i o n s  
w h o s e  e f f e c t s  a r e  e a s i e r  t o  e n v i s a g e ?  W h i l s t  t h i s  
a t t i t u d e  i s  q u i t e  v a l i d ,  t h e  s i m p l i c i t y  o f  many  o p e r a t i o n s  
i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n  e n s u r e s  t h a t  i t  i s  a u s e ­
f u l  m e t h o d  f o r  e n h a n c e m e n t  d e s p i t e  t h e  l a c k  o f  a p o s i t i v e  
o u t p u t  g u a r a n t e e .
Many  f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  c a n d i d a t e s  f o r  t h e  
e n h a n c e m e n t  t a s k .  T h e s e  i n c l u d e  c u r v e s  d e f i n e d  b y  v a r i o u s
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p o w e r  l a w s  an d  o t h e r  n o n l i n e a r  l a w s ,  i n v e r s e  g a u s s i a n  
c u r v e s  o f  d i f f e r e n t  v a r i a n c e s ,  t he d i f f e r e n t i a t o r  f i l t e r  
( o r  g r a d i e n t  f i l t e r )
( h ( X , y ) = ^  + è = S /
( à x  "^y
(
( H ( u , V ) = (u + v) j  ITT
o r  t h e  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a t o r  ( L a p l a c i a n
1 . 1 9 )
h ( X , y ) = ^ + è =
H ( u , v ) = " ( u ^ +  v ^ ) . t f  %r
1 . 2 0 )
o r  p o s s i b l y  a c o m b i n a t i o n  o f  h i g h e r  o r d e r e d  d i f f e r e n t i a l s  
r e s u l t i n g  i n  a g e n e r a l  p o l y n o m i a l  f r e q u e n c y  s u r f a c e  w h i c h  
i s  e a s y  t o  i m p l e m e n t  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n
N- 1
h ( X , y ) =E k , v ( I . X I )
n =o
N- 1
H ( u , V ) L (  u ^ + v ^  %
n =o
T h i s  f i l t e r  i s  a l s o  i n t e r e s t i n g  i n  t h a t  i t  c a n  be u s e d  as 
a w e i g h t i n g  f u n c t i o n  f o r  t h e  c o n v e n t i o n a l  e n e r g y  m a t c h e d  
f i l t e r  ( s e c t i o n  2 . 3 . 3 )  t o  d e v e l o p  d i f f e r i n g  s e n s i t i v i t i e s  
t o  v a r i o u s  o r d e r s  o f  g r a d i e n t ,  a l l o w i n g  t h e  p o s s i b i l i t y  
o f  e y e  m o d e l l i n g  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  a s s e s s i n g  
i m a g i n g  e r r o r s  i n  a m a n n e r  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  H VS a s s e s s ­
m e n t .  C h a p t e r  f o u r  d e a l s  w i t h  t h i s  p r o b l e m .
One g r o u p  o f  c h a r a c t e r i s t i c s  w h i c h  i s  o f  p a r t i c u l a r
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i n t e r e s t  i n  e n h a n c e m e n t  i s  t h a t  w h i c h  t e n d s  t  o t r e a t  
s m a l l  and  l a r g e  o b j e c t s  i n  t h e  same way  f o r  t h e  p u r p o s e s  
o f  o v e r a l l  o r  n o n - s e l e c t i v e  e n h a n c e m e n t .  B e c a u s e  o f  t h e  
r e c i p r o c a l  s p r e a d i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m ,  
i t  i s  d e s i r a b l e  t o  u s e  a c h a r a c t e r i s t i c  w h i c h  t e n d s  t o  
a c t  on s m a l l - e x t e n t  s p e c t r a  i n  t h e  same way  as  t h o s e  
o c c u p y i n g  m o r e  w i d e s p r e a d  a r e a s .  One s u c h  r e l a t i o n s h i p  
w h i c h  s p e c i f i e s  t h e  r e q u i r e d  a r e a - i n v a r i a n c e  i s
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l o g  K . r = l o g  K + l o g  r ;  r = ( u  +v  )  ̂ ( 1 . 2 2 )
w h e r e  K i s  a s c a l e  f a c t o r  on t h e  i m a g e  s i z e ;  wh e n  K i s  
v a r i e d ,  t h e  r e s p o n s e  w h i c h  t h e  s c a l e d  i m a g e  e n c o u n t e r s  
r e m a i n s  u n c h a n g e d  a p a r t  f r o m  an a d d i t i v e  f a c t o r .  A c h a r ­
a c t e r i s t i c  w h i c h  u s e s  t h i s  r e s u l t  i s  s h o w n  i n  F i g . 1 . 7 .  
C l e a r l y  t h e  l o g a r i t h m i c  n a t u r e  o f  t h e  c u r v e  r e q u i r e s  
m o d i f i c a t i o n  a t  l o w  f r e q u e n c i e s .
F i n a l l y ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t w o - d i m e n s i o n a l  
p o w e r  s p e c t r a  r e f l e c t  d i r e c t i o n a l  t e n d e n c i e s  i n  t h e  
s p a t i a l  i m a g e ,  so  t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  g e n e r a l  s c e n e s ,  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  s p e c t r a  a r e  u s u a l l y  f a i r l y  s y m m e t r i c a l l y  
s p r e a d  o u t  f r o m  t h e  z e r o  f r e q u e n c y  p o i n t  i n  t h e  p l a n e .
F o r  g e n e r a l  e n h a n c e m e n t  i t  f o l l o w s  t h a t  i s o t r o p i c  f i l t e r s  
u s u a l l y  g i v e  t h e  b e s t  r e s u l t s  and  a r e  a t t r a c t i v e  b e c a u s e  
o f  t h e  s i m p l i c i t y  i n  d e f i n i n g  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s u r f a c e  
r e q u i r e d .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e r e  a r e  i n s t a n c e s  w h e r e  a n i s o ­
t r o p i c  f i l t e r s  a r e  u s e f u l .  C o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  w h e r e  
we w i s h  t o  e n h a n c e  p i c t o r i a l  i n f o r m a t i o n  o f  a v e r t i c a l
n a t u r e  w h i l s t  l e a v i n g  h o r i z o n t a l  f e a t u r e s  u n a f f e c t e d  o r
28






FIG. 1*6 : Illumination $ re flec tion  components of an image
gCx,y).
Log g l\y ;  
=log l(xjy)r










FIG, 1,9 : Homomorphic image processor
s u p p r e s s i n g  t h e i r  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e .  S u c h  a f i l t e r  
w i l l  h a v e  a r e s p o n s e  w h i c h  e x t e n d s  f u r t h e r  i n  t h e  
h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  t h a n  i n  t h e  v e r t i c a l ,  f o r  e x a m p l e  
an e l l i p t i c a l  b l o c k i n g  f i l t e r  w i t h  i t s  m a j o r  a x i s  a l i g n e d  
h o r i z o n t a l l y ,  o r  t h e  e v e n  s i m p l e r  f i l t e r  d e f i n e d  by
H ( u , v ) =  1 ; - k  ^ v ^  k ( 1 . 2 3 )
A n i s o t r o p i c  f i l t e r s  a r e  a l s o  r e l e v a n t  t o  s i t u a t i o n s  w h e r e  
t h e  f r e q u e n c i e s  a v a i l a b l e  i n  one  d i r e c t i o n  a c r o s s  t h e  
i m a g e  a r e  d i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  i n  t h e  p e r p e n d i c u l a r  d i r ­
e c t i o n .  T h i s  i s  t r u e  o f  m o s t  r a s t e r - s c a n n i n g  i n p u t s .
E x a m p l e s  o f  e d g e  e n h a n c e m e n t s  u s i n g  v a r i o u s  f i l t e r s  
a r e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  t h r e e .
One p r o b l e m  common t o  a l l  p h o t o g r a p h i c  me a n s  o f  i m a g e  
r e p r e s e n t a t i o n  i s  t h a t  o f  e x c e s s i v e  d y n a m i c  r a n g e .  I n  a 
d i g i t a l  e n v i r o n m e n t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e a l  w i t h  v e r y  wi de 
d y n a m i c  r a n g e s  w h i c h  c a n n o t  be s t o r e d  s a t i s f a c t o r i l y  on
f i l m .  N o r m a l i s a t i o n  o f  i n t e n s i t y  r a n g e  t o  f i t  t h e  i m a g e  
r a n g e  i n t o  t h e  i n t e n s i t y - d e n s i t y  c u r v e  f o r  t h e  f i l m  u s e d  
r e s u l t s  i n  l o s s  o f  d e t a i l s  o f  s m a l l  i n t e n s i t y  d i f f e r e n c e s ;  
w h a t  i s  n e e d e d  i s  a me a n s  o f  c o m p r e s s i o n  w h i c h  p r e s e r v e s  
s u c h  d e t a i l  y e t  r e d u c e s  o v e r a l l  d y n a m i c  r a n g e  t o  an 
a c c e p t a b l e  l e v e l .  An y  t e c h n i q u e  a c h i e v i n g  t h i s  m u s t  be 
c o n s i d e r e d  as  e n h a n c e m e n t  b e c a u s e  i t  a l l o w s  t h e  v i s i b l e  
r e c o r d i n g  o f  d e t a i l  w h i c h  was  p r e v i o u s l y  i m p o s s i b l e  t o  
r e c o r d  w i t h i n  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  f i l m  d e n s i t y  r a n g e .
The  m o s t  s u c c e s s f u l  m e t h o d  o f  a c h i e v i n g  s a t i s f a c t o r y
2 9
c o m p r e s s i o n  t o  d a t e  s e e ms  t o  be  t h a t  o f  h o m o m o r p h i c  
f i l t e r i n g .  The  i d e a  was  f i r s t  d i s c u s s e d  by  O p p e n h e i m  e t  
a l  ( 2 8 )  and  l a t e r  d e v e l o p e d  as  a mean s  o f  e x p l a i n i n g  
some o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  HV5 b y  S t o c k h a m  ( 2 4 ) .  
The  h o m o m o r p h i c  f i l t e r  i s  m o d e l l e d  on t h e  a s s u m p t i o n  
t h a t  t h e  s i g n a l  i n  q u e s t i o n  c o n s i s t s  o f  t w o ,  a t  l e a s t  
p a r t l y  s e p a r a b l e ,  f u n c t i o n s  c o m b i n e d  t o g e t h e r  i n  some 
k n o wn  w a y .  S i g n a l s  c o m b i n e d  m u l t i p l i c a t i v e l y  and  c o n -  
v o l u t i o n a l l y  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d .  I n  i m a g e  p r o c e s s i n g ,  
t h e  m o d e l  a s s u m e s  t h a t  i m a g e  f o r m a t i o n  i s  a r e s u l t  o f  t h e  
p r o d u c t  o f  t h e  b a c k g r o u n d  l i g h t  i n t e n s i t y  i ( x , y )  and  a 
r e f l e c t a n c e  s i g n a l  r ( x , y )  f r o m  t h e  o b j e c t  ( F i g . 1 . 8 ) ,  t h e  
a i m  b e i n g  t o  s e p a r a t e  t h e  t w o  c o m p o n e n t s  t o  a l l o w  l i n e a r
f i l t e r i n g  on e a c h  m o r e  o r  l e s s  i n d e p e n d e n t l y :
g ( X , y ) = i ( X , y ) . r ( x , y ) ( 1 . 2 4 )
We s e e k  a f u n c t i o n  F w h i c h  m o d i f i e s  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  
i ( X , y ) and  r ( x , y ) t o  an a d d i t i v e  r e l a t i o n  so t h a t  n o r m a l  
s u p e r p o s i t i o n  i s  o b e y e d .  The  i m a g e  m o d e l  i s  p a r t i c u l a r l y  
s i m p l e  b e c a u s e  o f  t h e  p o s i t i v e  r e a l  n a t u r e  o f  t h e  i m a g e .
T he  n o n l i n e a r  o p e r a t o r  i n  t h i s  c a s e  i s  s i m p l y  t h e  n a t u r a l
l o g a r i t h m  w h i c h  r e s u l t s  i n
L o g ( g ( x , y ) ) = L o g ( i ( x , y ) ) + L o g ( r ( x , y ) )  ( 1 . 2 5 )
a l l o w i n g  l i n e a r  f i l t e r i n g  t o  be c a r r i e d  o u t  on t h e  t w o
c o m p o n e n t s  i n d e p e n d e n t l y ,  a l t h o u g h  f o r  p r a c t i c a l  p u r p o s e s
t h e y  do n o t  o c c u p y  t o t a l l y  s e p a r a t e  f r e q u e n c y  a r e a s  & t h e r e
i s  c r o s s t a l k  b e t w e e n  t h e m .  The  b l o c k  d i a g r a m  o f  t h e  n o n ­
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l i n e a r  f i l t e r  i s  s h o wn  i n  F i g . 1 . 9 .
On t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  i { x , y )  i s  l a r g e l y  b a c k g r o u n d  
l e v e l  and  r ( x , y )  i s  l a r g e l y  o b j e c t  i n f o r m a t i o n ,  l a r g e  
v a r i a t i o n s  o f  s c e n e  i l l u m i n a t i o n  c a n  be r e d u c e d  w h i l s t  
r e t a i n i n g  o r  e n h a n c i n g  l o w  c o n t r a s t  d e t a i l  w i t h i n  t h e  
a r e a s  o f  l o w  and  h i g h  i l l u m i n a t i o n  n o r m a l l y  l o s t  i n  t h e  
p h o t o g r a p h i c  p r o c e s s .  B e c a u s e  o f  t h i s ,  t h e  t e c h n i q u e  
w o r k s  w e l l  on s c e n e s  c o n t a i n i n g  a w i d e  r a n g e  o f  s h a d i n g  
( s e e  3 . 3 . 2 ) .  The  s u c c e s s  o f  h o m o m o r p h i c  f i l t e r i n g  i s  
d u e  l a r g e l y  t o  t h e  a c c u r a c y  w i t h  w h i c h  t h e  p r e -  and  p o s t ­
p r o c e s s i n g  n o n l i n e a r  o p e r a t i o n s  c a n  be a c h i e v e d  on t h e  
d i g i t a l  c o m p u t e r .  I t  i s  a l s o  p a r t i c u l a r l y  s a t i s f y i n g  
b e c a u s e  i t  u s e s  f u l l y  t h e  p o s i t i v e  o u t p u t  r e s t r a i n t  on 
i m a g e s ;  t h e  m o d e l  a s s u m e s  a p o s i t i v e  r e a l  i m a g e  i n i t i a l l y  
and  m u s t  r e s u l t  i n  a p o s i t i v e  o u t p u t  d u e  t o  t h e  e x p o n e n t ­
i a t i o n  p r o c e s s .
As a f i n a l  e x a m p l e  o f  e n h a n c e m e n t  t e c h n i q u e s ,  we 
c o n s i d e r  a p r a c t i c a l  p r o b l e m  w h i c h  i s  e v i d e n t  i n  many  
t y p e s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  d a t a .  F i g s . 1 . 1 0  and  1 . 1 1  s h o w 
an a r e a  o f  c l o u d  f r o m  w e a t h e r  s a t e l l i t e  d a t a  ( 6 . 2 )  and  a 
l e n g t h  o f  s i d e s c a n  s o n a r  r e c o r d  (ch.. 5 ) .  I n  b o t h  c a s e s  
c o n s i d e r a b l e  i m p o r t a n c e  i s  a t t a c h e d  t o  t h e  g r a n u l a r i t y  o r  
t e x t u r e  o f  c e r t a i n  a r e a s  i n  t h e  i m a g e ,  ( s e e  r e f s . 39 a n d  40)  
as  c o m p a r e d  w i t h  t h e  m a c r o s t r u c t u r e .  I n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  
i t  may be d e s i r a b l e  t o  e n h a n c e  t h e s e  a r e a s  f o r  i m p r o v e d  
o b s e r v a t i o n ,  o r  m o d i f y  t h e m  i n  some o t h e r  w a y .  I f  s u c h  
a r e a s  o c c u p y  r e l a t i v e l y  d i s t i n c t  a r e a s  i n  t h e  s p a t i a l
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f r e q u e n c y  p l a n e ,  F o u r i e r  t r a n s f o r m  m e t h o d s  h a v e  c o n ­
s i d e r a b l e  u t i l i t y  i n  t h e  r e q u i r e d  p r o c e s s i n g .  As an 
e x a m p l e ,  a h o m o g e n e o u s  a r e a  w i t h  a s t e a d y  t e x t u r e  o f  a 
c e r t a i n  d e g r e e  o f  c o a r s e n e s s  w i t h o u t  a n y  s p e c i f i c  d i r e c t ­
i o n a l  t e n d e n c y  w i l l  o c c u p y  a l a r g e l y  a n n u l a r  a r e a  i n  t h e  
f r e q u e n c y  p l a n e .  E n h a n c e m e n t  o f  t h o s e  f e a t u r e s  c o n t a i n ­
i n g  t h i s  s p e c i f i c  t e x t u r e  may t h e n  be a c c o m p l i s h e d  b y  a 
f o r m  o f  b a n d p a s s  f i l t e r i n g  w i t h  an i s o t r o p i c  o r  e l l i p t i c  
f i l t e r  ( F i g . 1 . 1 2 ) .  A l t e r n a t i v e l y  i t  may be  d e s i r a b l e  t o  
r e m o v e  a s u b j e c t i v e l y  a n n o y i n g  t e x t u r e  o f  t h e  same n a t u r e  
i n  w h i c h  c a s e  a s i m i l a r  b a n d - s t o p  f i l t e r  w i l l  be  e f f e c t i v e  
b u t  o n l y  a t  t h e  r i s k  o f  d e g r a d i n g  o t h e r  s i m i l a r  a r e a s  i n  
t h e  i m a g e .  The  p r o b l e m  i s  s i m i l a r  t o  h o m o m o r p h i c  f i l t e r ­
i n g  i n  t h a t  we w i s h  t o  s e l e c t  a n d  o p e r a t e  on c e r t a i n  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  i m a g e  i n  i t s  f r e q u e n c y  d o m a i n  
w h i l s t  m i n i m i s i n g  t h e  e f f e c t  o f  s u c h  s p e c t r a l  o p e r a t i o n s  
on o t h e r  p a r t s  o f  t h e  i m a g e ;  c o n s e q u e n t l y  a f r e q u e n c y  
d o m a i n  a p p r o a c h  t o  t h e  p r o b l e m  i s  o n l y  a c c e p t a b l e  w h e r e  
t h e  f e a t u r e s  i n  q u e s t i o n  o c c u p y  a m o d e r a t e l y  i s o l a t e d  
a r e a  o f  t h e  f r e q u e n c y  p l a n e .
1 . 2 . 4  NONLI NEAR S P A T I A L  TECHNI QUES
The p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  p r e s e n t  t o  t h e  
r e a d e r  a b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  many  r e l a t e d  t e c h n i q u e s  o f  
e n h a n c e m e n t  w h i c h  c a n  be c a r r i e d  o u t  on an i m a g e  i n  t h e  
s p a c e  d o m a i n  d i r e c t l y .  We a r e  n o t  c o n c e r n e d  h e r e  w i t h  
t r a n s f o r m  t e c h n i q u e s  b u t  a r e  i n t e r e s t e d  i n  s i m p l e ,  d i r e c t
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o p e r a t i o n s  w h i c h  c a n  be p e r f o r m e d  w i t h  e a s e  on s m a l l  
c o m p u t e r s ,  w i t h  a v i e w  t o w a r d  t h e  c o m i n g  g e n e r a t i o n  o f  
m i c r o - p r o c e s s o r s .  The q u e s t i o n  o f  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e s e  
m e t h o d s  h a s  t o  be  a n s w e r e d  s u b j e c t i v e l y ,  and  s o ,  u n l i k e  
t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  s u r v e y ,  t h e  a n s w e r s  w i l l  be  l e f t  t o  
t h e  o b s e r v e r  b y  p r o v i s i o n  o f  s u f f i c i e n t  a c t u a l  p r o c e s s e d  
e x a m p l e s  t h r o u g h o u t .  I t  w i l l  a l s o  be i m p o r t a n t  t o  
r e m e m b e r  t h a t ,  u n l i k e  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s ,  a m a j o r i t y  o f  
t h e s e  t e c h n i q u e s  r e p r e s e n t  n o n l i n e a r  m a n i p u l a t i o n s  t h a t  
h a v e  no  r e a l i z a b l e  c o u n t e r p a r t s  i n  t h e  o p t i c a l  w o r l d ;  
c o n s e q u e n t l y  a p u r e l y  d i g i t a l  a p p r o a c h  w i l l  be a s s u m e d  
u n l e s s  o t h e r w i s e  i n d i c a t e d .
V i r t u a l l y  a l l  d i r e c t  t e c h n i q u e s  p e r f o r m  some t y p e  
o f  n o n l i n e a r  m a p p i n g  p o i n t - b y - p o i n t  on t h e  i n t e n s i t y  
s a m p l e s  o f  t h e  d e g r a d e d  i m a g e .  W h i c h  t y p e  o f  m a p p i n g  i s  
u s e d  w i l l  d e p e n d  on t h e  t y p e  o f  s t r u c t u r a l  i n f o r m a t i o n  t o  
be r e t r i e v e d  f r o m  t h e  i m a g e .  E x a m p l e s  o f  n o n l i n e a r  
m a p p i n g  w h i c h  w i l l  be d e a l t  w i t h  h e r e  a r e  i m a g e  b i n a r i z -  
a t i o n ,  c o n t r a s t  r e v e r s a l ,  c o n t r a s t  e n h a n c e m e n t ,  n o n l i n e a r  
t a b l e - l o o k u p  w e i g h t i n g ,  b i t  r e m o v a l ,  PDF n o r m a l i s a t i o n ,  
g r a y - l e v e l  s t r e t c h i n g  and  f i n a l l y  t h e  b l e n d i n g  o f  f a l s e  
c o n t o u r s  r e s u l t i n g  f r o m  c o a r s e  g r a y - l e v e l  q u a n t i z a t i o n .
0 f  t h e s e ,  o n l y  b i n a r i z a t i o n  an d  c o n t r a s t  r e v e r s a l  and 
e n h a n c e m e n t  h a v e  a n a l o g u e  c o u n t e r p a r t s .
I n  g e n e r a l ,  t h e s e  o p e r a t i o n s  c a n  be d e s c r i b e d  by  a 
n o n l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  T on t h e  i m a g e  s p a c e  g ( x , y )  t o  
f o r m  t h e  e n h a n c e d  o r  c o r r e c t e d  i m a g e  g ' ( x , y ) .
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g ' ( X , y ) = T ( g ( X , y ) , X , y ) ( 1 . 2 6 )
I,
I n  t h i s  e x p r e s s i o n  a l l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a r e  p o s s i b l e ;  
we a r e ,  s t a t i n g  t h a t  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e  h a s  an i n t e n s i t y  
a t  e a c h  p o i n t  w h i c h  i s  a n o n l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  o r i g ­
i n a l  i n t e n s i t y  and  t h a t  t h i s  f u n c t i o n  may v a r y  w i t h  t h e  
p o s i t i o n  o f  t h e  p o i n t  i n  t h e  i m a g e ,  T h i s  g e n e r a l  t r a n s ­
f o r m a t i o n  c a n  be u s e d  f o r  p o i n t  c o r r e c t i o n  o f  k n o wn  
i n t e n s i t y  v a r i a t i o n s  d ue  t o  t h e  i m a g i n g  s y s t e m  a n d  c o u l d  
be  i m p l e m e n t e d  by  a t a b l e  l o o k - u p  r o u t i n e  f o r  s p e e d .  
H o w e v e r ,  t h e  s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s  f o r  s u c h  a s c h e m e  a r e
v e r y  g r e a t ;  i f  we h a v e  q q u a n t i z a t i o n  l e v e l s  i n  an i m a g e
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a r r a y  N x l\l , t h e n  a t o t a l  s t o r a g e  o f  q . I\l w o r d s  w i l l  be 
r e q u i r e d  f o r  t h e  i m a g e .  F o r  a t y p i c a l  i m a g e  ( N = 2 5 6 = 2 ^ , q  
= 3 2 ) ,  t h e n  t h e  t o t a l  s t o r a g e  i s  3 2 . 2 ^ ^  o r  a p p r o x i m a t e l y  
t w o  m i l l i o n  w o r d s .  T h i s  t y p e  o f  s y s t e m  was  u s e d  f o r  
M a r i n e r  and  R a n g e r  c o r r e c t i o n .  U s u a l l y  s i m p l i f i c a t i o n s  ; 
c a n  be made t o  t h i s  s c h e me  s o  t h a t  i t  b e c o m e s  l e s s  d i f f ­
i c u l t  t o  a c h i e v e  r e a l  t i m e  p r o c e s s i n g  ( 4 1 ) .
I n  t h e  c o n t e x t  o f  e n h a n c e m e n t ,  s i m p l i f i c a t i o n  
r e s u l t s  b e c a u s e  t h e  same n o n l i n e a r  c o r r e c t i o n  i s  u s u a l l y  
a p p l i e d  t h r o u g h o u t  e i t h e r  t h e  w h o l e  i m a g e  o r  m a j o r  s e c t ­
i o n s  o f  t h e  i m a g e .  C l e a r l y  o n l y  q w o r d s  o f  s t o r a g e  a r e  
r e q u i r e d  f o r  t h e  s i m p l e s t  c a s e  a n d  p r o c e s s i n g  c a n  be v e r y  
f a s t  i n d e e d .  I n  p r a c t i c e ,  l o o k - u p  m e t h o d s  a r e  u s e d  when  
an a c c u r a t e  n o n l i n e a r  w e i g h t i n g  on t h e  i m a g e  i s  r e q u i r e d  
and  wh en  t h i s  i s  p o s i t i o n - i n v a r i a n t .
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T h i s  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  s i m p l i f i e d  t r a n s f o r m a t i o n
g ' ( x , y ) = T ( g ( x , y ) )  ( 1 . 2 7 )
P r o b a b l y  t h e  ' s i m p l e s t  f o r m  o f  n o n l i n e a r  o p e r a t i o n  
i s  i m a g e  b i n a r i z a t i o n , i  t h e  t e c h n i q u e  o f  p r o d u c i n g  t w o ­
v a l u e d  ^ ^ a g e s  f r o m  c o n t i n u o u s  g r a y - l e v e l  r e n d i t i o n .  T h i s  
c a n  be d e s c r i b e d  by  t h e  t r a n s f o r m a t i o n
T ( g ( X , y ) ) = o ; g ( x , y ) ^  a ( 1 . 2 8 )
= K ; g ( x , y ) ^ a
T h i s  i s  o f  c o u r s e  e a s i l y  p e r f o r m e d  i n  a d i g i t a l  e n v i r o n ­
m e n t  w i t h o u t  r e c o u r s e  t o  a n y  f o r m  o f  l o o k - u p  p r o c e d u r e .
The  t e c h n i q u e  i s  e f f e c t i v e  f o r  h i g h l i g h t i n g  p a t t e r n  d e t a i l  
on c e r t a i n  t y p e s  o f  i m a g e .  I t  i s  a l s o  e f f e c t i v e  when  ' a 
p r i o r i '  i n f o r m a t i o n  t h a t  t h e  o r i g i n a l  u n d e g r a d e d  i m a g e  was 
b i n a r y  i s  a v a i l a b l e ,  a l t h o u g h  c h o i c e  o f  a s u i t a b l e  v a l u e  
f o r  t h e  t h r e s h o l d  ' a '  c a n  p o s e  p r o b l e m s  ( 4 2 ) .  N o n l i n e a r
m a p p i n g s  a r e  b e s t  i l l u s t r a t e d  by  t h e  t w o  a r t i f a c t s  o f  
i n t e n s i t y  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c s  and  i n t e n s i t y  h i s t o ­
g r a m s  ( T h e  i m a g e  P D F ' s ) .  T h e s e  a r e  i l l u s t r a t e d  f o r  t h e  
c a s e  o f  b i n a r y  t h r e s h o l d i n g  i n  F i g . 1 . 1 3  t o g e t h e r  w i t h  an 
o r i g i n a l  and  b i n a r i z e d  i m a g e .
A s i m i l a r  m a p p i n g  w h i c h  i s  u s e d  i f  a c e r t a i n  a m o u n t  
o f  g r a y - l e v e l  i n f o r m a t i o n  m u s t  be  r e t a i n e d  i n  t h e  i m a g e  
i s  t h a t  w h i c h  b i n a r i z e s  t h e  e x t r e m e  r a n g e s  o f  i n t e n s i t y  
and  s t r e t c h e s  t h e  g r a y s c a l e  b e t w e e n  t h e  e x t r e m e s ;  t h e  




T ( g ( x , y ) ) = o  ; g ( x , y  ) ^ a  ( 1 . 2 9 )
= K____ . ( g ( x , y ) - a ) ;  a < g ( x , y ) < b
b -  a
= K ; b ^ g  ( X , y )
F i g . 1 . 1 4  s h o w s  t h e  same i m a g e  p r o c e s s e d  i n  t h i s  w a y .  I t  
c a n  be s e e n  i m m e d i a t e l y  t h a t  g r a y  l e v e l  i n f o r m a t i o n  i n  t h e  
o r i g i n a l  i m a g e  h a s  b e e n  l a r g e l y  r e t a i n e d  b u t  a t  t h e  same 
t i m e ,  t h e  d e s i r a b l e  a t t r i b u t e s  o f  r e d u c t i o n  i n  i n t e r f e r e n c e  
p a t t e r n s  e t c .  i n  h i g h  l i g h t s  an d  l o w  l i g h t s  h a v e  b e e n  
a c h i e v e d .  The  e f f e c t  on t h e  i m a g e  c a n  be o p t i m i s e d  f o r  
a n y  p a r t i c u l a r  t a s k  b y  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  a and  b .
C o n t r a s t  e n h a n c e m e n t  and  r e v e r s a l  c a n  be a c h i e v e d  i n  
t h e  s p a c e  d o m a i n  as w e l l  as  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n ;  
i n  f a c t  i t  i s  p r o b a b l y  f a i r  t o  s a y  t h a t  u n d e r  m o s t  c i r c u m ­
s t a n c e s  i t  i s  q u i c k e r  and  m o r e  a c c u r a t e  t o  u s e  a s p a t i a l  
t e c h n i q u e  i n  t h e  c o n t e x t  o f  m i n i -  and  m i c r o -  p r o c e s s o r s .  
C o n t r a s t  r e v e r s a l  i s  a t r i v i a l  p r o b l e m  i n  a d i g i t a l  e n ­
v i r o n m e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  a s u i t a b l e  l i n e a r  i n t e n s i t y  
i n v e r s i o n  i n d i c a t e d  b y  t h e  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  o f  
F i g . I . i S a .  The  i n v e r t e d  i m a g e  i s  s h o wn  i n  F i g . 1 . 1 5 c .  
C o n t r a s t  r e v e r s a l  c a n  be u s e f u l  f o r  p h o t o g r a p h i c  p u r p o s e s  
o f  o u t p u t .
C o n t r a s t  e n h a n c e m e n t  i s  s i m i l a r l y  a c h i e v e d  b y  s u b ­
t r a c t i o n  o f  a c o n s t a n t  b a c k g r o u n d  l e v e l  a n d  s u b s e q u e n t  
g r a y  s c a l e  e x p a n s i o n  t o  y i e l d  a m i n i m u m  i n t e n s i t y  o f  
z e r o ;  i n  f a c t  t h e  p r o c e s s  i s  m e r e l y  a l i m i t i n g  c a s e  o f
E q .  ( 1 . 2 9 )  w h e r e  ' a '  i s  t h e  b a c k g r o u n d  i n t e n s i t y  and  b = K .
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An e x a m p l e ,  e q u i v a l e n t  t o  F i g . 1 . 6  i s  p r e s e n t e d  i n  
F i g . 1 . 1 6 .
I n  many  a p p l i c a t i o n s  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  e n h a n c e  i n  
some way  t h e  u n d e r l y i n g  s t r u c t u r e  o f  an i m a g e  ( e . g .  f o r  
c o n t o u r i n g  p u r p o s e s ) .  T h i s  s t r u c t u r e  may n o t  be r e a d i l y  
a p p a r e n t  i n  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  b e c a u s e  o f  t h e  r e l a t i v e  
i n s e n s i t i v i t y  o f  t h e  HV5 t o  g r a d u a l  c h a n g e s  i n  i r r a d i a n c e .  
H o w e v e r ,  a d i g i t a l  s o l u t i o n  c a n  be f o u n d  by  m a p p i n g  t h e  
n u m b e r  s y s t e m  d e f i n e d  b y  t h e  r a n g e  o f  i m a g e  i r r a d i a n c e  i n ­
t o  a new s y s t e m  d e t e r m i n e d  by  an a r i t h m e t i c  m o d u l o - n ;  t h i s  
maps t h e  o r i g i n a l  l i n e a r  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  i n t o  a 
r e p e t i t i v e  o n e ,  m o d u l o - n .  ( n i s  c h o s e n  a c c o r d i n g  t o  t h e  
r e l a t i v e  r a p i d i t y  o f  f a l s e  c o n t o u r i n g  r e q u i r e d ) .  I f  n i s  
c h o s e n  t o  f a l l  w i t h i n  t h e  r e s t r i c t i o n  t h a t
n = 2 ^ , ( m  i n t e g e r )  ( 1 . 3 0 )
t h e n  t h e  o p e r a t i o n  c a n  be p e r f o r m e d  d i g i t a l l y  e x t r e m e l y  
r a p i d l y  by  t h e  s i m p l e  e x p e d i e n t  o f  s i g n i f i c a n t  b i t  r e m o v a l  
as i n d i c a t e d  i n  F i g . 1 . 1 7 .  Two e x a m p l e s  o f  t h i s  t e c h n i q u e  
a r e  s ho wn  ( a f t e r  s u i t a b l e  r e s c a l i n g )  i n  F i g . 1 . 1 8 ,  c o r r e s ­
p o n d i n g  t o  r e m o v a l  o f  t h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  b i t  and t h e  
t w o  m o s t  s i g n i f i c a n t  b i t s .
M o s t  o f  t h e  m e t h o d s  a l r e a d y  m e n t i o n e d  i n v o l v e  t h e  
a c t u a l  l o s s  o f  i n f o r m a t i o n  f o r  t h e  s a k e  o f  e n h a n c e m e n t  
o f  p a r t i c u l a r  f e a t u r e s  and s u p p r e s s i o n  o f  o t h e r s .  T h i s  
may be u n d e s i r a b l e  i n  some a p p l i c a t i o n s  s i n c e  i t  p r e c l u d e s  
an i n v e r s i o n  o f  t h e  m a p p i n g  t o  r e g a i n  t h e  o r i g i n a l .
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H o w e v e r ,  many c o n t i n u o u s  n o n l i n e a r  m a p p i n g s  w h i c h  r e t a i n  
t o t a l  i n f o r m a t i o n  c o n t e n t  may be us ed  f o r  h e i g h t e n i n g  o f  
c o n t r a s t - d e f i c i e n t  d e t a i l  i n  s p e c i f i c  b r i g h t n e s s  r a n g e  
r e g i o n s  o f  an i m a g e .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  by  s u i t a b l e  
s t r e t c h i n g  o f  t h e  g r a y s c a l e  i n  t h e  r e g i o n  o f  i n t e r e s t ,  
p o s s i b l y  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  c o m p r e s s i o n  o f  t h e  r e m a i n i n g  
r e g i o n .  S u i t a b l e  c a n d i d a t e s  a r e  d a r k  r e g i o n  s t r e t c h i n g  
f o r  e n h a n c e m e n t  o f  l o w  c o n t r a s t  d e t a i l s  i n  a r e a s  o f  l o w  
i n t e n s i t y  ( F i g . 1 . 1 9 ) ,
T ( g ( X , y ) ) =k . g ( X , y ) ;  g ( x , y ) ^ a  )
) k , ) k 2  ( 1 . 3 1 )
= l < 2 . g ( x , y ) ;  a < g ( x , y )  )
b r i g h t  r e g i o n  s t r e t c h i n g ,  f u l f i l l i n g  t h e  same f u n c t i o n  i n 
a r e a s  o f  h i g h  i n t e n s i t y ,  w h e r e  I  i s  t h e  same e x c e p t  t h a t  
k ^ ^ k f  ( F i g . 1 . 2 0 )  and mi d  r a n g e  s t r e t c h i n g  ( F i g . 1 . 2 1 )  
w h e r e
T ( g ( x , y ) ) = k ^ . g ( x , y ) ;  g ( x , y ) ^ a  )
= k ^ . g ( x , y ) ; a < g ( x , y ) ^ b  ) k k  ̂ ( 1 . 3 2 )
= k ^ . g ( X , y ) ; b < g ( x , y ) )
T h e s e  t h r e e  t r a n s f o r m a t i o n s  r e t a i n  f u l l  d e t a i l  i n ­
f o r m a t i o n  w i t h i n  an i ma g e  and h av e  t h e  a d v a n t a g e  o f  r a p i d  
c o m p u t a t i o n  when a t a b l e  l o o k u p  t e c h n i q u e  i s  u s e d .  C l e a r l y  
e x p a n s i o n  o f  d y n a m i c  r a n g e  o f  an i ma g e  a c r o s s  a p a r t i c u l a r  
i n t e r v a l  o f  b r i g h t n e s s  c an  o n l y  be a c h i e v e d  a t  t h e  e x p e n s e  
o f  c o m p r e s s i o n  e l s e w h e r e  i f  t h e  t o t a l  d y n a m i c  r a n g e  o f  
t h e  s t o r a g e  med i u m i s  n o t  t o  be e x c e e d e d  ( b e  i t  d i g i t a l
w o r d  l e n g t h  o r  max i mum p e r m i s s i b l e  f i l m  d e n s i t y  r a n g e ) .
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s t r e t c h i n g  t e c h n i q u e s  a r e  c o n s e q u e n t l y  u s e f u l  o n l y  w h e r e  
WB a r e  n o t  v e r y  i n t e r e s t e d  i n  i m a g e  d e t a i l  f a l l i n g  i n t o  
o t h e r  b r i g h t n e s s  r e g i o n s  i n  t h e  i m a g e .  I f  g e n e r a l  e n ­
h a n c e m e n t  o f  l o w  c o n t r a s t  d e t a i l  i s  r e q u i r e d  i r r e s p e c t i v e  
o f  b a c k g r o u n d  i l l u m i n a n c e  l e v e l ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u se  
t e c h n i q u e s  o f  m u l t i p l i c a t i v e  f i l t e r i n g  w i t h  c o n s e q u e n t  
i n c r e a s e  i n  c o m p u t a t i o n  t i m e  and i n a c c u r a c y .
L i n e a r  s t r e t c h i n g  o f  d y n a m i c  r a n g e  c a n  be c o n s i d e r e d  
as a s p e c i a l  c a s e  o f  n o n l i n e a r  m a p p i n g  o f  i m a g e  i n t e n s i t i e s  
by  a c o n t i n u o u s  c u r v e  d e f i n e d  b y  a n y  p o l y n o m i a l  c o m b i n ­
a t i o n .  The t r a n s f o r m a t i o n  T c a n  be v i r t u a l l y  a n y  p o s i t i o n -  
i n v a r i a n t  n o n l i n e a r  o p e r a t o r ;  i n  p r a c t i c e  s u c h  o p e r a t o r s  
as t h e  e x p o n e n t i a l ,  n a t u r a l  l o g  and s q u a r e  r o o t  h a v e  b e e n  
us e d  .
As an e x a m p l e  o f  t h e  p o w e r  o f  n o n l i n e a r  i ma g e  
m a p p i n g s ,  we c o n s i d e r  t h e  t w o  o r i g i n a l  i m a g e s  o f  F i g s . 1 . 2 2 a  
and 1 . 2 3 a .  F i g . 1 . 2 2 a  i s  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  o f  a s q u a r e  
a p e r t u r e  w h i c h  has  t h e  a n a l y t i c  s o l u t i o n .
| g ( u , v ) | ^ =  r S i n ( a . u )  . S i n f b . v H ^ ( 1 . 3 3 )
L a . u b . V J
w h i l s t  F i g s . 1 . 2 2 b  and c s how t h e  r e s u l t s  o f  a s q u a r e  r o o t  
and l o g a r i t h m i c  m a p p i n g  r e s p e c t i v e l y .  The o f f - a x i s  s i d e -  
l o b e s ,  n o t  i n  e v i d e n c e  i n  t h e  o r i g i n a l  a r e  e n h a n c e d  i n  
b o t h  c a s e s  a l t h o u g h  t h e  s q u a r e  r o o t  m a p p i n g  t e n d s  t o  show 
mo r e  c l e a r l y  t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  a x i a l  l o b e s .  
F i g . 1 . 2 3  s h o ws  t h e  same m a p p i n g s  p e r f o r m e d  on a s e c t i o n
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o f  s i d e s c a n  s o n a r  r e c o r d  ( C h a p t e r  f i v e )  c o n s i s t i n g  o f  
2 5 6  c o n s e c u t i v e  s c a n s .
A s p e c i a l  c a s e  o f  n o n l i n e a r  m a p p i n g  o c c u r s  whe n  we 
w i s h  t o  c o r r e c t  f o r  n o n l i n e a r i t y  i n  t h e  D e n s i t y - L o g  E x ­
p o s u r e  c u r v e  o f  t h e  f i l m  s t o r a g e  m e d i u m .  S i n c e  t h e  r e ­
q u i r e d  c o r r e c t i o n  i s  a f u n c t i o n  b o t h  o f  t h e  t y p e  o f  f i l m  
u s e d  an d  t h e  HVS,  i t  i s  m o r e  p r o p e r l y  d i s c u s s e d  i n  r e l ­
a t i o n  t o  t r a n s f e r  o f  d i g i t a l  i m a g e s  t o  t h e  o u t s i d e  w o r l d  
and  as  s u c h  i s  d e a l t  w i t h  i n  a p p e n d i x  A.
P e r h a p s  o n e  o f  t h e  m o s t  n o n l i n e a r  o f  m a p p i n g  p r o ­
c e s s e s  i s  t h e  t e c h n i q u e  o f  h i s t o g r a m  n o r m a l i z a t i o n .  The  
o b j e c t i v e  h e r e  i s  t o  c a l c u l a t e  t h e  PDF f o r  t h e  i m a g e  i n  
q u e s t i o n  and  t h e n  p e r f o r m  a m a p p i n g  p r o c e s s  w h i c h  r e s u l t s  
i n  an a p p r o x i m a t e l y  r e c t a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  h a s  
b e e n  s h o wn  t o  be e f f e c t i v e  i n  e n h a n c e m e n t  o f  i m a g e s  w h e r e  
a h i g h  p r o p o r t i o n  o f  t h e  i m a g e  c o n t a i n s  a b a c k g r o u n d  
i l l u m i n a n c e  l e v e l  w h i c h  v a r i e s  l i t t l e ;  i n  a d d i t i o n ,  t h e  
r e c t a n g u l a r  PDF a l l o w s  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  c o d i n g  o f  an 
i m a g e  by  d i r e c t  l i n e a r  q u a n t i z a t i o n  s i n c e  e a c h  q u a n t i z ­
a t i o n  l e v e l  i s  u s e d  t o  an e q u a l  e x t e n t .  The  n o r m a l i z a t i o n  
p r o c e d u r e  i s  e f f e c t i v e l y  a m a p p i n g  b y  a p o s i t i o n  i n v a r i a n t  
i n t e n s i t y  f u n c t i o n  w h i c h  i s  i t s e l f  a f u n c t i o n  o f  t h e  
o r i g i n a l  i m a g e  p a r a m e t e r s ;  i n  t h e  t h e o r y  o f  o r t h o g o n a l  
t r a n s f o r m a t i o n s ,  i t s  c o u n t e r p a r t  i n  t h i s  r e s p e c t  i s  t h e  
K a r h u n e n - L o è v e  t r a n s f o r m  w h i c h  i s  a l s o  i m a g e - d e p e n d e n t  
( s e e  1 . 3 . 1 ) .  The  t e c h n i q u e  c a n  a l s o  be i n t e r p r e t e d  as
e n h a n c e m e n t  o f  s u b t l e  d e t a i l  i n  t h e  r e g i o n s  o f  b r i g h t n e s s
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o c c u r r i n g  m o s t  f r e q u e n t l y  w h i l s t  s u p p r e s s i n g  d e t a i l  i n  
l e s s  f r e q u e n t l y - o c c u r r i n g  r e g i o n s .
The  t r a n s f o r m a t i o n  r e q u i r e d  f o r  PDF n o r m a l i z a t i o n  i s  
r e l a t e d  t o  t h e  d i s t r i b u t i o n  t r a n s f o r m  i n  s t a t i s t i c s  ( 4 3 )  
T h i s  t r a n s f o r m  o p e r a t e s  on t h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n  ( CDF)  w h i c h  i s  t h e  f i r s t - o r d e r  s t a t i s t i c  f o r  t he 
p i x e l  i n t e n s i t i e s ;  t h e  CDF i s  i t s e l f  f o r m e d  f r o m  t h e  PDF 
i n  t h e  same way  t h a t  a c u m u l a t i v e  f r e q u e n c y  h i s t o g r a m  i s  
c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  r e l a t i v e  f r e q u e n c y  h i s t o g r a m ,  n a m e l y  
b y  s u m m i n g  t h e  r e l a t i v e  f r e q u e n c i e s  o f  e a c h  c l a s s  f r o m  
l o w e s t  t o  h i g h e s t  c l a s s  ( c o n v e n t i o n a l l y  l e f t  t o  r i g h t  
a c r o s s  t h e  h i s t o g r a m ) .  C o n s e q u e n t l y  t h e  CDF i s  a m o n o ­
t o n i e ,  n o n - d e c r e a s i n g ,  n o n l i n e a r  f u n c t i o n  o f  c u m u l a t i v e  
t o t a l  o f  p i x e l s  v s ,  g r a y  l e v e l  c l a s s .  I n  many  i n s t a n c e s  
i m a g e  i n t e n s i t y  P D F ’ s e x h i b i t  a s t r o n g  s k e w t o w a r d s  b l a c k  
( 2 8 )  ( T h e  q u e s t i o n  o f  HV5 c o r r e c t i o n  and  i t s  e f f e c t  on 
i n t e n s i t y  P D F ’ s i s  d e a l t  w i t h  i n  C h a p t e r  f o u r ) .  T a k i n g  
t h i s  c a s e  as  an e x a m p l e  F i g . 1 . 2 4 a  s h o w s  t h e  PDF o f  s u c h  
an i m a g e ,  w h i l s t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  CDF w o u l d  t a k e  t h e  
f o r m  o f  c u r v e  ’ a ’ i n  F i g . 1 . 2 4 b .  C l e a r l y  t h e  CDF w h i c h  
f o r m s  a n o r m a l i z e d  PDF i s  t h e  s t r a i g h t  l i n e  ( c u r v e  ’ b ’ ) 
w h i c h  c a n  be a c h i e v e d  by  c o m p u t i n g  t h e  i n v e r s e  CDF ( c u r v e  
’ c ’ ) and  r e s c a l i n g  t h e  c u m u l a t i v e  d e n s i t y  a x i s .  The  
o r i g i n a l  p i x e l s  a r e  t h e n  r e a l l o c a t e d  t o  t h e  g r a y  l e v e l  
c l a s s e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  new s c a l e ,  r e s u l t i n g  i n  an 
e q u a l  n u m b e r  o f  p i x e l s  i n  e a c h  c l a s s  ( F i g .  1 i . 2 4 c ) .
U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  an e x a c t l y
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n o r m a l i z e d  PDF i s  o n l y  p o s s i b l e  f o r  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  
s i n c e  t h e  d i s t r i b u t i o n  t r a n s f o r m  i s  v a l i d  o n l y  f o r  c o n ­
t i n u o u s  v a r i a b l e s .  A p p r o x i m a t i o n s  a r e  a c h i e v a b l e  f o r  
d i s c r e t e  v a r i a b l e s ,  and  t h e  r e s u l t i n g  e n h a n c e m e n t s  a r e  
o f t e n  s t r i k i n g  f o r  c e r t a i n  t y p e s  o f  i m a g e r y ,  s u c h  as b i o ­
m e d i c a l  X - r a y  p l a t e s .  The  q u e s t i o n  o f  how c l o s e  an 
a p p r o x i m a t i o n  i s  p o s s i b l e  i n  t h e  d i g i t a l  c a s e  i s  d e a l t  
w i t h  by  H a l l ( 4 4 ) ,  t h e  m a i n  c o n c l u s i o n s  o f  w h i c h  a r e ,  n o t  
s u r p r i s i n g l y ,  t h a t  t h e  g r e a t e r  t h e  n u m b e r  o f  q u a n t i z a t i o n  
l e v e l s  i n  t h e  g r a y  s c a l e  r a n g e ,  t h e  mo r e  c l o s e l y  t h e  
n o r m a l i z e d  d i s c r e t e  PDF a p p r o a c h e s  a b s o l u t e  e q u a l i t y  and  
t h a t  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  d e t e r m i n e d  
b y  t h e  n u m b e r  o f  p i x e l s  i n  e a c h  c l a s s  i n t e r v a l  o f  t h e  PDF 
h i s t o g r a m  r a t h e r  t h a n  t h e  a c t u a l  n u m b e r  o f  c l a s s e s  c o n ­
t a i n i n g  n o n - z e r o  v a l u e s .
F i g s . 1 . 2 5  and  1 . 2 6  s h o w e x a m p l e s  o f  t w o  d i f f e r e n t  
s c e n e s  w h i c h  h a v e  u n d e r g o n e  t h e  n o r m a l i z a t i o n  p r o c e d u r e .  
The  r e s u l t i n g  P D F ' s  a r e  c l e a r l y  s t i l l  n o t  p e r f e c t l y  n o r ­
m a l i z e d ,  as  i n d i c a t e d  b y  R e f . 4 4 ,  b u t  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e s  
b o t h  s h o w c l e a r l y  e n h a n c e d  l o w - p r o f i l e  d e t a i l  b y  c o m­
p a r i s o n  w i t h  t h e  o r i g i n a l s ,  w i t h  s a t i s f y i n g  v i s u a l  r e s u l t s .
The f i n a l  t o p i c  i n  s p a t i a l  e n h a n c e m e n t  i s  a g r a p h i c  
e x a m p l e  o f  t h e  u s e  o f  a c o n v e n t i o n a l l y  d e g r a d i n g  p h e n o m ­
e n o n  t o  r e m o v e  some o t h e r  s u b j e c t i v e l y  m o r e  o b j e c t i o n s  ble 
p r o p e r t y  o f  t h e  i m a g e  and  i l l u s t r a t e s  t h e  p r e f e r e n t i a l  








D u r i n g  p u 1 s e - c o d e - m o d u 1 a t i o n (PCM)  c o d i n g  o f  i m a g e s  
( 4 5 , 4 6 )  e a c h  p i x e l  i s  a s s i g n e d  a q u a n t i z a t i o n  l e v e l  
d e p e n d i n g  on t h e  n u m b e r  o f  b i t s  a v a i l a b l e  f o r  t r a n s m i s s i o n .  
F o r  c h a n n e l  c a p a c i t y  p u r p o s e s  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  m i n i m i s e  
t h e  n u m b e r  o f  b i t s .  A l t h o u g h  r e d u c t i o n  t o  s i x  b i t s  i s  
t y p i c a l ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  64 g r a y  l e v e l s ,  f u r t h e r  r e d u c t ­
i o n  a p p e a r s  t o  h a v e  l i t t l e  e f f e c t  on r a p i d l y  v a r y i n g  a r e a s  
o f  b r i g h t n e s s  i n  t h e  i m a g e  b u t  f a l s e  c o n t o u r  e f f e c t s  b e ­
c ome e v i d e n t  i n  s l o w l y  v a r y i n g  a r e a s  o f  i l l u m i n a t i o n  du e  
t o  t h e  s u d d e n  c h a n g e  i n  g r a y  l e v e l  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  
q u a n t i z a t i o n  s t e p s .  B e c a u s e  t h e  HVS i s  s e n s i t i v e  t o  h i g h  
f r e q u e n c y  v a r i a t i o n s ,  t h e s e  c o n t o u r s  a r e  s u b j e c t i v e l y  
a n n o y i n g  i n  an i m a g e .  Mo r e  a d v a n c e d  c o d i n g  t e c h n i q u e s  
s u c h  as  d i f f e r e n t i a l  PCM (DPCM)  , i n t e r f r a m e  c o d i n g  and 
t r a n s f o r m  c o d i n g  ( s e e l  . 3 ) e l i m i n a t e  t h i s  t y p e  o f  c o n t o u r i n g  
and  r e d u c e  t h e  n u m b e r  o f  b i t s / p i x e l  r e q u i r e d  f o r  a st andard-  
q u a l i t y  i m a g e ,  b u t  a g a i n  f u r t h e r  r e d u c t i o n  r e s u l t s  i n  
u n d e s i r a b l e  e d g e  e f f e c t s  b e c o m i n g  n o t i c e a b l e .
One s i m p l e  t e c h n i q u e  f o r  s u p p r e s s i n g  t h e  f a l s e  c o n ­
t o u r s  i n v o l v e s  t h e  a d d i t i o n  o f  a s u i t a b l e  a m o u n t  o f  w i d e ­
b a n d  n o i s e  t o  t h e  i m a g e  w h i c h  h a s  t h e  e f f e c t  o f  b r e a k i n g  
up t h e  s t e a d y  c o n t o u r s ,  m a k i n g  t h e m  m o r e  o r  l e s s  i n v i s i b l e  
t o  t h e  human  e y e  ( 4 7 ) .  N a t u r a l l y ,  t h e  i m a g e  as a w h o l e  i s  
d e g r a d e d  b y  t h e  n o i s e  b u t  t h e  s u b j e c t i v e  q u a l i t y  o f  t h e  
n o i s y  i m a g e  i s  o f t e n  s u r p r i s i n g l y  i m p r o v e d  b y  c o m p a r i s o n  
w i t h  t h e  o r i g i n a l  d e c o d e d  i m a g e .  D e p e n d i n g  on t h e  t y p e  
o f  s c e n e  i n v o l v e d ,  e x p e r i m e n t a t i o n  w i t h  d i f f e r e n t  n o i s e
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s p e c t r a  may y i e l d  i m p r o v e d  r e s u l t s ,  b e a r i n g  i n  m i n d  
t h a t  t h e  HVS i s  l i k e l y  t o  r e s p o n d  o b j e c t i o n a b l y  t o  
l o w e r  f r e q u e n c y  v a r i a t i o n s .
I n  c o n c l u s i o n ,  i t  i s  f a i r  t o  s a y  t h a t  t h e r e  a r e  
a l m o s t  as many  s p a t i a l  t e c h n i q u e s  a v a i l a b l e  as  t h e r e  a r e  
r e s e a r c h e r s  i n  t h e  f i e l d .  I t  s h o u l d  be  p o i n t e d  o u t  t h a t  
v e r y  many  o f  t h e  t e c h n i q u e s  a r e  o f  u s e  as  p r e - p r o c e s s i n g  
t o o l s  e n a b l i n g  t h e  e n h a n c e m e n t  o f  r e l e v a n t  d e t a i l s  and  
s u p r e s s i o n  o f  i r r e l e v a n t  i n f o r m a t i o n  t o  e a s e  s u b s e q u e n t  
r e c o g n i t i o n  and  d a t a  e x t r a c t i o n  t a s k s ;  i t  i s  t h e r e f o r e  
a d v a n t a g e o u s  t o  h a v e  a w i d e  r a n g e  o f  s i m p l e  s p a t i a l  
t e c h n i q u e s  a t  h a n d  so t h a t  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  m e t h o d  
f o r  a s p e c i f i c  a p p l i c a t i o n  may be g r a d u a l l y  c o n v e r g e d  on.  
T h a t  t h e  t e c h n i q u e s  o u t l i n e d  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  c o m p u t ­
a t i o n a l l y  e f f i c i e n t  i s  r e a d i l y  a p p a r e n t  f r o m  t h e  r e l a t i v e  
s i m p l i c i t y  o f  i m p l e m e n t a t i o n  and  s p e e d  o f  o p e r a t i o n  i n  
t h e  s m a l l  c o m p u t e r  ( a n d  i n  t h e  f u t u r e ,  t h e  m i c r o ­
p r o c e s s o r )  e n v i r o n m e n t .  I t  i s  h o p e d  t h a t  t h i s  s e c t i o n  
ha s  g i v e n  t h e  r e a d e r  an i d e a  o f  t h e  p o s s i b l e  s p a t i a l  
t e c h n i q u e s  and  t h e i r  e f f e c t  i n  t h e  p u r e l y  d i g i t a l  f i e l d .
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1 . 3  IMAGE CODING
T r a n s m i s s i o n  o f  r a w  p i c t o r i a l  d a t a  r e q u i r e s  e x t r a v ­
a g a n t l y  h i g h  c h a n n e l  c a p a c i t y  as  i s  e v i d e n t  f r o m  p r e s e n t  
d a y  t e l e v i s i o n  s y s t e m s .  W i t h  p r e s s u r e  on t h e  a v a i l a b l e  
e l e c t r o m a g n e t i c  s p e c t r u m  b a n d w i d t h  t e r r e s t r i a l l y  and  t h e  
e x p e n s e  o f  p r o v i d i n g  h i g h  b a n d w i d t h  l i n k s  e x t r a - t e r r e s t -  
r i a l l y ,  i t  i s  n a t u r a l  t o  s e e k  me a n s  o f  r e d u c i n g  t h e  b a n d ­
w i d t h  r e q u i r e d  f o r  t r a n s m i s s i o n  o f  v i d e o  i n f o r m a t i o n .  
A d d i t i o n a l  i m p e t u s  h a s  r e c e n t l y  b e e n  a d d e d  t o  i m a g e  c o d i n g  
r e s e a r c h  by  t h e  p r o p o s a l s  f o r  v i d e o  t e l e p h o n e s .
The  f i r s t  m a j o r  e f f o r t  i n  c o d i n g  o f  i m a g e s ,  p u l s e  
c o d e  m o d u l a t i o n  ( P C M ) ,  was  a d i r e c t  r e s u l t  o f  c o d i n g  
p r o g r e s s  i n  t h e  m o r e  g e n e r a l  f i e l d  o f  o n e - d i m e n s i o n a l  
s i g n a l  p r o c e s s i n g ,  w i t h  t h e  m a i n  o b j e c t i v e  o f  i n s t i t u t i n g  
d i g i t a l  c o m m u n i c a t i o n  c h a n n e l s  i n  p l a c e  o f  e x i s t i n g  
a n a l o g u e  c h a n n e l s .  T h i s  was  m o t i v a t e d  m a i n l y  by  t h e  d e s ­
i r a b i l i t y  o f  d i g i t a l  l i n k s  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  
e x p e c t e d  i m p r o v e m e n t  i n  e r r o r  p e r f o r m a n c e ,  p a r t i c u l a r l y  i n  
t h e  e f f e c t s  o f  c h a n n e l  n o i s e ,  r a t h e r  t h a n  i n  r e d u c t i o n  o f  
c h a n n e l  b a n d w i d t h  ( 4 8 )  a n d  ( 4 9 ) .  C o n v e n t i o n a l  t e l e v i s i o n ,  
b e i n g  i t s e l f  a o n e - d i m e n s i o n a l  s i g n a l ,  i s  a m e n a b l e  t o  PCM 
t r a n s m i s s i o n ,  b u t  u n l i k e  PCM l i n k s  f o r  a u d i o  s i g n a l s ,  i t  
i s  c l e a r l y  p r a c t i c a l l y  u n d e s i r a b l e  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  
o f  t h e  d a t a - r a t e s  n e c e s s a r y .  C o n s i d e r  an i m a g e  s p e c i f i e d  
on an N X N a r r a y  o f  p i x e l s  w h e r e  N = 256  an d  we t a k e  
8 b i t s / p i x e l  and  50 f r a m e s / s e c ;  t h e n  t h e  t r a n s m i s s i o n  r a t e  
w o u l d  be  a p p r o x i m a t e l y  25 m e g a b i t s / s e c ,  an u n d e s i r a b l e
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s t a t e  o f  a f f a i r s .  N e v e r t h e l e s s  PCM i s  u s u a l l y  t a k e n  as  
a y a r d s t i c k  f o r  c o m p a r i s o n  o f  o t h e r  i m a g e  c o d i n g  s t r a t ­
e g i e s  on a s i n g l e - f r a m e  b a s i s  o f  ( u s u a l l y )  8 b i t s / p i x e l .
2
On t h i s  b a s i s ,  on e  f r a m e  o f  s u c h  an i m a g e  r e q u i r e s  25 6  . 8
b i t s  o f  s t o r a g e  f o r  i t s  r e p r e s e n t a t i o n .
The  c o n c e p t  o f  i m a g e  c o d i n g  p u r e l y  f o r  r e d u c t i o n  i n  
b a n d w i d t h  l e a d s  t o  t h e  b l o c k  d i a g r a m  o f  F i g . 1 . 2 7 .  I t  i s  
t h e  f o r m  o f  c o d e r  and  e n c o d e r  w i t h  w h i c h  t h i s  s e c t i o n  i s  
c o n c e r n e d .  V a r i o u s  s c h e m e s  s u c h  as  o n e -  an d  t w o - d i m e n s i o n ­
a l  t r a n s f o r m  c o d e r s ,  d i f f e r e n t i a l  PCM ( D P C M) ,  c o n t o u r  
c o d i n g  e t c .  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  b y  d i f f e r e n t  r e s e a r c h e r s .  
T h e  o v e r a l l  c o n c l u s i o n  f r o m  t h i s  i s  t h a t  t h e  m o s t  c o m p l e x  
o f  c o d e r s  a r e  c a p a b l e  o f  a r e d u c t i o n  a p p r o a c h i n g  a r e p ­
r e s e n t a t i o n  r e q u i r i n g  o n l y  1 b i t / p i x e l  f o r  e q u i v a l e n t -  
q u a l i t y  i m a g e s .  ( S e e  r e f . 50 p a g e  8 1 7 ) .  T h i s  d r a m a t i c  
r e d u c t i o n  i s  d u e  t o  t h e  i n h e r e n t  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  
p i x e l s  i n  a d i g i t i s e d  i m a g e .  T h i s  i s  o b v i o u s l y  so  f r o m  
t h e  e v i d e n t  s t r u c t u r e  w i t h i n  an i m a g e .  F u r t h e r m o r e ,  t h i s  
s t r u c t u r e  i s  t w o - d i m e n s i o n a l  so  t h a t  i m p r o v e d  p e r f o r m a n c e  
s h o u l d  be  e x p e c t e d  f r o m  c o d e r s  w h i c h  o p e r a t e  on a f r a m e  by  
f r a m e  r a t h e r  t h a n  l i n e  b y  l i n e  b a s i s ;  t h i s  i s  s u b s t a n t i a t e d  
b y  p r a c t i c a l  r e s u l t s ,  a l t h o u g h  t h e  i m p r o v e m e n t  i s  s u r p r i s ­
i n g l y  s m a l l .  P i c t u r e s  c e r t a i n l y  c o n t a i n  c o r r e l a t i o n  
b e t w e e n  p i x e l s ;  h o w e v e r ,  t h e  s t r u c t u r e  i s  n o t  w e l l  u n d e r ­
s t o o d ,  a n d  s t a t i s t i c a l  m e a s u r e m e n t s  o f  f i r s t ,  s e c o n d  and  
t h i r d  o r d e r  p a r a m e t e r s  a r e  i n a d e q u a t e  t o  d e s c r i b e  t h e  
c o r r e l a t i o n s .  T h i s  i s  w i t n e s s e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  i m a g e s
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c o n s t r u c t e d  f r o m  a s e t  o f  s t a t i s t i c a l  d a t a  m e a s u r e d  f r o m  
an o r i g i n a l  do n o t  c o n t a i n  t r e e s ,  h i l l s  an d  f i e l d s  e t c . ,  
b u t  l o o k  l i k e  r a n d o m  n o i s e .  The  l o g i c a l  c o n c l u s i o n  i s  
t h a t  i m a g e s  c o n t a i n  r a t h e r  m o r e  c o r r e l a t e d  s t r u c t u r e  t h a n  
i s  d e s c r i b a b l e  b y  s i m p l e  s t a t i s t i c s .
I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  u s e s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s ­
f o r m a t i o n s  i n  e n c o d i n g  and  d e c o d i n g  a r e  r e v i e w e d .
S e c o n d l y ,  a v e r y  b r i e f  i n d i c a t i o n  o f  o t h e r  c o m p e t i t i v e  
c o d i n g  t e c h n i q u e s  i s  g i v e n .
1 . 3 . 1  TRANSFORM CODI NG
C o n v e n t i o n a l  PCM s u f f e r s  f r o m  t h e  d i s a d v a n t a g e  o f  
v e r y  h i g h  b a n d w i d t h  r e q u i r e m e n t s  as  a l r e a d y  i n d i c a t e d .
T h e  o b j e c t i v e  o f  t r a n s f o r m  c o d i n g  i s  t o  s i g n i f i c a n t l y  
r e d u c e  t h e  b a n d w i d t h  w h i l s t  r e t a i n i n g  a s u b j e c t i v e l y  s a t ­
i s f a c t o r y  q u a l i t y  i n  t h e  d e c o d e d  i m a g e .
The  p r i n c i p a l  a d v a n t a g e  o f  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s
l i e s  i n  t h e i r  t e n d e n c y  t o  p r o d u c e  l e s s  c o r r e l a t e d  s a m p l e s
i n  t h e  s p e c t r u m  s p a c e  t h a n  e x i s t e d  i n  t h e  i m a g e  s p a c e .
The  r e s u l t  o f  d i s c a r d i n g  t h e  l e s s  i m p o r t a n t  s a m p l e s  o f  t h e
s p e c t r u m  i s  c o n s e q u e n t l y  l e s s  s e v e r e  t h a n  d i s c a r d i n g  p i x e l s
i n  t h e  i m a g e  s p a c e .  T h i s  a m o u n t s  t o  a s e l e c t i v e  " z e r o - o n e "
f i l t e r i n g  o u t  o f  t h e  l e a s t  i m p o r t a n t  s p e c t r a l  c o e f f i c i e n t s
o f  t h e  i m a g e .  As an e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  o f
d i s c a r d i n g  t h e  s m a l l e s t  s a m p l e s  o f  an o r i g i n a l  s c e n e  and
its m a g n i t u d e  s p e c t r u m .  F i g . 1 . 2 8  s h ows the effe c t  of
d i s c a r d i n g  t h e  s m a l l e s t  30%,  50% a n d  80% o f  s a m p l e s  i n  t h e
47
30 V.




F IG  1 28
f r e q u e n c y  d o m a i n .  I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  s u b j e c t i v e  r e d u c t ­
i o n  i n  i m a g e  q u a l i t y  i s  l e s s  t h a n  t h a t  w h i c h  w o u l d  h a v e  
o c c u r r e d  had  t h e  same p e r c e n t a g e s  o f  s a m p l e s  b e e n  d i s c a r d e d  
f r o m  t h e  i m a g e  i t s e l f .  G i v e n  an N x N i m a g e  b l o c k ,  t h i s
i s  e q u i v a l e n t  t o  c a r r y i n g  o u t  e i t h e r  a o n e - d i m e n s i o n a l
2 2 2 t r a n s f o r m  on an N v e c t o r ,  r e q u i r i n g  an N xN t r a n s f o r m
m a t r i x ,  o r  a t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  on t h e  NxN i m a g e .
The  r e s u l t i n g  o n e -  o r  t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  e l e m e n t s
a r e  t h e n  c o d e d  i n  a way  w h i c h  p r o d u c e s  m i n i m u m  s u b j e c t i v e
e r r o r  f o r  a g i v e n  b i t / p i x e l  r e d u c t i o n .
T h e  m a t h e m a t i c a l  t o o l  o f  v e c t o r - m a t r i x  m a n i p u l a t i o n  
o f f e r s  o n e  o f  t h e  m o s t  u s e f u l  me a n s  f o r  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  
o f  o n e -  and  t w o - d i m e n s i o n a l  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s .  
U s i n g  t h i s  n o t a t i o n ,  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  c a n  be 
d e s c r i b e d  by  a v e c t o r - m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n
Ï Ï  = ■^. [ j ]  ( 1 . 3 4 )
T h u s  t h e  t r a n s f o r m  m a t r i x  ^ T ^  o f  o r d e r  N^ x N^  p r o ­
d u c e s  a o n e - d i m e n s i o n a l  r o w  v e c t o r  G w h i c h  i s  t h e  s p e c t r u m  
r e s u l t i n g  f r o m  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  r o w  v e c t o r  g f o r m e d  
f r o m  a b l o c k  o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e .  H o w e v e r ,  t h i s  b l o c k  
may i n s t e a d  be t r e a t e d  as  a s q u a r e  m a t r i x  o f  o r d e r  NxIM and  
t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r a l  p l a n e  c o m p u t e d  u s i n g  a t w o -  
d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m a t i o n
& ]  = [ j Y  [ g ]  [ t ]  ( 1 . 3 5 )
t o  w i t h i n  a t r i v i a l  e x t e r n a l  s c a l e  f a c t o r  ( C h a p t e r  t w o ) .
T h e  q u e s t i o n  o f  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r
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e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  o ne -  and  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m ­
a t i o n s  on t h e  same b l o c k  o f  p i x e l s  i s  d e a l t  w i t h  i n  s ome 
d e p t h  b y  A r a z i  ( 5 1 ) ,  w h o s e  m a i n  c o n c l u s i o n  i s  t h a t  t h e  one­
d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  m a t r i x  m u s t  be f a c t o r a b l e ,  by  
K r o n e c k e r  p r o d u c t ,  down t o  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  m a t r i x  f o r  
e q u i v a l e n c e  t o  be  r e a l i z e d .  ( Se e  c h a p t e r  t w o  f o r  f u r t h e r  
i n f o r m a t i o n ) .  F o r  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m s  w i t h  s e p a r ­
a b l e  k e r n e l s ,  t h e  m a t r i x - m a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e q . 1 . 3 5
o f f e r s  a d v a n t a g e s  i n  s t o r a g e  b e c a u s e  o f  t h e  r e d u c e d
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r e q u i r e m e n t  o f  t h e  NxN c o r e  m a t r i x  r a t h e r  t h a n  N xN o t h e r ­
w i s e .
U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  w h i c h  r e s  u-11 s i n  
m i n i m u m  mean s q u a r e  e r r o r  ( m . s . e . )  f o r  a n y  p a r t i c u l a r  
t r u n c a t i o n  o f  s p e c t r a l  e x t e n t  d o e s  n o t  h a v e  s e p a r a b l e
p r o p e r t i e s ,  so  t h a t  t h e  i m a g e  m u s t  be  r e p r e s e n t e d  by  t h e
2
1 X N r o w  v e c t o r  o f  e q . 1 . 3 4 .  T h i s  i s  t h e  K a r h u n e n - L o & v e
t r a n s f o r m  ( 5 2 ) ,  w h i c h  h a s  a d i s c r e t e  c o u n t e r p a r t  i n  t h e
H o t e l l i n g  t r a n s f o r m  ( 5 3 ) .  The  m i n i m i s a t i o n  o f  m . s . e .  i s
d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  t o t a l l y  u n c o r r e l a t e d  s p e c t r a l
s a m p l e s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  H o t e l l i n g  t r a n s f o r m ;  i f  t h e s e
s a m p l e s  a r e  t h e n  d i s c a r d e d  i n  a m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g
o r d e r  o f  a m p l i t u d e ,  t h e  r e s u l t i n g  d e c o d e d  i m a g e  r e t a i n s
m i n i m u m  m . s . e .  f o r  e a c h  n u m b e r  o f  s a m p l e s  d i s c a r d e d .
( A l t h o u g h  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  an m . s . e .  c r i t e r i o n  i s
d e b a t a b l e  -  s e e  c h a p t e r  f o u r ) .  S i n c e  t h e  H o t e l l i n g
t r a n s f o r m  r e q u i r e s  e i t h e r  k n o w l e d g e  o r  e s t i m a t i o n  o f  t h e
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i m a g e  c o r r e l a t i o n  m a t r i x  ( o r d e r  N x N ) , f o l l o w e d  b y  t h e  
d i a g o n . a l i s a t i o n  o f  t h i s  m a t r i x  t o  d e t e r m i n e  t h e  e i g e n ­
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v e c t o r s  and  e i g e n v a l u e s ,  and  t h e n  u s e  o f  t h e  m a t r i x  o f  
e i g e n v e c t o r s  t o  a c t u a l l y  t r a n s f o r m  t h e  o r i g i n a l  i m a g e ,  
t h e  c o m p u t i o n a l  l o a d  i s  e x c e s s i v e  e x c e p t  f o r  v e r y  s m a l l  
i m a g e  b l o c k s .  F o r  t h i s  r e a s o n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  h a s  n o t  
b e e n  u s e d  i n  p r a c t i c e ,  b u t  a c t s  as  a u s e f u l  m e a s u r e  o f  
e x c e l l e n c e  i n  c o d i n g  by  w h i c h  o t h e r  s u b - o p t i m a l  t r a n s f o r m s  
may be j u d g e d .
I t  m i g h t  be e x p e c t e d  t h a t  o t h e r  o r t h o g o n a l  t r a n s ­
f o r m a t i o n s  w o u l d  r e s u l t  i n  much  d e g r a d e d  d e c o d i n g  p e r f o r m ­
a n c e s  on t h e  b a s i s  o f  t h e i r  i n v a r i a n c e  t o  t h e  i n d i v i d u a l  
i m a g e  s t r u c t u r e .  H o w e v e r ,  i n v e s t i g a t i o n s  b y  s e v e r a l  
r e s e a r c h e r s  h a v e  s h o wn  t h a t  t h e  c o m m o n l y  u s e d  t r a n s f o r m -  
a t i o n s  w h i c h  p o s s e s s  a " f a s t "  a l g o r i t h m  a r e  v e r y  c l o s e  t o  
o p t i m u m  as d e f i n e d  b y  t h e  H o t e l l i n g  t r a n s f o r m  ( 5 4  t o  5 6 ) .
W i n t z  ( r e f . 55 p a g e s  8 1 2 - 8 1 3 )  h a s  s h o wn  t h a t  t h e  mean 
s q u a r e  e r r o r  f o r  a p a r t i c u l a r  d e g r e e  o f  t r u n c a t i o n  v a r i e s  
i n  d i r e c t  p r o p o r t i o n  t o  t h e  sum o f  v a r i a n c e s  o f  t h e  d i s ­
c a r d e d  s p e c t r a l  s a m p l e s .  W h i l s t  t h e  H o t e l l i n g  t r a n s f o r m ­
a t i o n  c o m p r e s s e s  a ma x i mu m o f  t h e  t o t a l  v a r i a n c e  i n t o  
o p t i m a l l y  f e w  s a m p l e s ,  t h e  F o u r i e r  and  H a d a m a r d  t r a n s f o r m s  
s h o w v e r y  s i m i l a r  p e r f o r m a n c e s .  T h i s  i s  n o t  s u r p r i s i n g  
when  one  v i e w s  t h e  r e m a r k a b l e  s i m i l a r i t y  o f  t h e  H o t e l l i n g  
a n d  H a d a m a r d  b a s i s  p i c t u r e s  ( c h a p t e r  t w o )  f o r  t h e  e x a m p l e
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T h i s  c l a s s  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  i n c l u d e s t h e  F o u r i e r ,  
H a d a m a r d ,  W a l s h ,  H a a r  an d  a v a r i e t y  o f  u n n a me d  
t r a n s f o r m s  a l l  o f  w h i c h  p o s s e s s  t h e  common f a c t o r  
o f  f a c t o r i z a t i o n  t o  s p q r s e  m a t r i c e s .
c i t e d  b y  W i n t z .  I n  f a c t ,  p l o t s  o f  v a r i a n c e  o r  c u m u l a t i v e  
v a r i a n c e  p e r f o r m a n c e  a g a i n s t  n u m b e r  o f  s p e c t r a l  s a m p l e s  
r e t a i n e d  ( i n  m o n o t o n i c a l l y  d e c r e a s i n g  o r d e r  o f  m a g n i t u d e )  
s how v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e  f o r  t h e  F o u r i e r  and  H a d a m a r d  
c a s e s  p a r t i c u l a r l y .
The  m a i n  c o n c l u s i o n s  f r o m  t h e s e  r e s u l t s  i s  t h a t  t h e  
c o m p l e x i t y  o f  p i c t u r e - d e p e n d e n t  t r a n s f o r m a t i o n s  i s  n o t  i n  
g e n e r a l  w a r r a n t e d ;  t h e  m a i n  c a n d i d a t e s  f o r  c o d i n g  a p p e a r  
t o  be t h e  F o u r i e r ,  H a d a m a r d  and  H a a r  t r a n s f o r m s .  The 
H a d a m a r d  t r a n s f o r m  i s  e s p e c i a l l y  a t t r a c t i v e  b e c a u s e  t h e  
f a s t  a l g o r i t h m  r e q u i r e d  i n v o l v e s  o n l y  a d d i t i o n s  and  s u b ­
t r a c t i o n s ,  b u t  i t  i s  l e s s  o p t i m u m  t h a n  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m .  
The  f i n a l  d e c i s i o n  d e p e n d s  on t h e  s u b j e c t i v e  e f f e c t  on t h e  
e v e n t u a l  r e c o n s t r u c t e d  i m a g e .  M e r e l y  t r a n s f o r m i n g  i m a g e  
b l o c k s  p r i o r  t o  t r a n s m i s s i o n  d o e s  n o t  o f  c o u r s e  l e a d  t o  a n y  
r e d u c t i o n  i n  t h e  q u a n t i t y  o f  i n f o r m a t i o n  p r e s e n t .  The  k e y  
t o  e f f i c i e n t  t r a n s m i s s i o n  w i t h  m i n i m u m  i n f o r m a t i o n  l o s s  
l i e s  i n  t h e  c a r e f u l  c h o i c e  o f  t w o  o t h e r  f a c t o r s ,  d i s c a r d i n g  
t h e  l e a s t  i m p o r t a n t  s p e c t r a l  s a m p l e s  and  e f f i c i e n t l y  q u a n t ­
i z i n g  t h e  r e m a i n d e r .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  H o t e l l i n g  t r a n s f o r m  
r e s u l t s  i n  u n c o r r e l a t e d  s a m p l e s  so  t h a t  q u a n t i z i n g  e a c h  
s a m p l e  w i t h  a w o r d  l e n g t h  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  e x p e c t e d  
v a r i a n c e  o f  t h a t  s a m p l e  w i l l  r e s u l t  i n  an e f f i c i e n t  c o d i n g  
s c h e m e .
H o w e v e r ,  i t  i s  t h e  p u r p o s e  h e r e  t o  g i v e  an i n s i g h t  i n t o  
t h e  u s e s  o f  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g ,  
and  w h i l s t  t h e  c r i t e r i a  f o r  s e l e c t i n g  a p a r t i c u l a r  q u a n t -
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i z a t i o n  s c h e m e  a r e  i n  t h e m s e l v e s  c o m p l e x  and  i n t e r e s t i n g ,  
t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  s u c h  s c h e m e s  i s  n o t  r e l e v a n t  h e r e ;  
t h e  m e t h o d s  h a v e  b e e n  c o v e r e d  e x c e l l e n t l y  b y  s e v e r a l  
o t h e r  r e s e a r c h e r s  ( 5 7  t o  5 9 ) ,  t o  whom t h e  i n t e r e s t e d  
r e a d e r  i s  r e f e r r e d .
I m a g e  c o d i n g  o f f e r s  an i n t e r e s t i n g  a r e a  o f  a p p l i c ­
a t i o n  f o r  a l l  t y p e s  o f  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s ,  
i n c l u d i n g  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m .  I t  i s  w o r t h w h i l e  
n o t i n g  i n  c o n c l u s i o n  t h a t  i t  i s  a l s o  on e  o f  t h e  f e w  
a r e a s  i n  d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  w h e r e  n o n - s i n u s o i d a l  
o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  h a v e  a d i r e c t  a p p l i c a t i o n .
1 . 3 . 2  OTHER CODING TECHNI QUES
The  u s e s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  
i n  i m a g e  c o d i n g  h a v e  b e e n  r e v i e w e d  a t  some l e n g t h  i n  t h e  
p r e v i o u s  s e c t i o n  b e c a u s e  o f  t h e i r  r e l e v a n c e  t o  i m a g e  p r o ­
c e s s i n g  on t h e  s m a l l  c o m p u t e r ;  o t h e r  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  
e f f i c i e n t  c o d i n g  o f  p i c t o r i a l  i n f o r m a t i o n  h a v e  b e e n  i n v e s t ­
i g a t e d  and  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p l a c e  t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  
o f  t h e  t r a n s f o r m  m e t h o d s  i n t o  p e r s p e c t i v e  i n  o r d e r  t o  
d e t e r m i n e  t h e  r o l e  w h i c h  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  p l a y  
i n  t h e  g e n e r a l  t a s k  o f  i m a g e  c o d i n g .  T h i s  s e c t i o n  p r e s e n t s  
t o  t h e  r e a d e r  a v e r y  b r i e f  a c c o u n t  o f  o t h e r  a p p r o a c h e s  t o  
t h e  c o d i n g  p r o b l e m  w i t h  t h e  o b j e c t  o f  a c h i e v i n g  a b e t t e r  
u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  i m p o r t a n c e ,  m e r i t s  and  f a i l i n g s  o f  
t r a n s f o r m  m e t h o d s .
W i t h  PCM as t h e  b a s i s  f o r  i m a g e  c o d i n g ,  m e t h o d s  n o t
5 2
d i r e c t l y  i n v o l v i n g  t r a n s f o r m s  c a n  be  s p l i t  i n t o  t h r e e  
g r o u p s ,  d i r e c t  e x t e n s i o n s  o f  PCM,  c o n t o u r  c o d i n g ,  and  
f o r  r e a l - t i m e  m o v i n g  p i c t u r e s ,  i n t e r - f r a m e  c o d i n g ;  e a c h  
o f  t h e s e  t h r e e  i s  a q u i t e  d i s t i n c t  a p p r o a c h  t o  t h e  same 
p r o b l e m .
T h e  f i r s t  m a j o r  r e f i n e m e n t  o f  PCM i n  t h e  a t t e m p t s  
t o  r e d u c e  d i g i t a l  s i g n a l  b a n d w i d t h  a p p e a r e d  i n  t h e  e a r l y  
1 9 5 D ’ s ;  t h i s  t e c h n i q u e ,  f i r s t  d e s c r i b e d  i n  a p a t e n t  by  
C u t l e r  ( 6 0 )  as  " d i f f e r e n t i a l  q u a n t i z a t i o n " ,  i s  now k nown  
as  d i f f e r e n t i a l  p u l s e  c o d e  m o d u l a t i o n  ( DP CM) .  I n  i t s  
s i m p l e s t  f o r m  DPCM t r a n s m i t s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  
a c t u a l  s a m p l e  v a l u e  a nd  an e s t i m a t i o n  o f  t h i s  v a l u e  
b a s e d  on t h e  p r e v i o u s  k n o w l e d g e  o f  t h e  e n c o d e d  s i g n a l .
T h e  d i f f e r e n c e  s i g n a l ,  b e i n g  n o r m a l l y  f a i r l y  s m a l l  i n  
m a g n i t u d e ,  c a n  t h e n  be q u a n t i z e d  u s i n g  a much s m a l l e r
n u m b e r  o f  b i t s  t h a n  t h e  o r i g i n a l  s a m p l e .  The  g e n e r a l
s c h e m e  i s  s h o w n  i n  F i g . 1 . 2 9 .  C l e a r l y  t h e  r e d u c t i o n  i n  
b i t  r a t e  i s  a c h i e v e d  a t  t h e  e x p e n s e  o f  r e q u i r i n g  a s y s ­
t e m  w i t h  a ' m e m o r y '  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e  p r e d i c t o r
r e q u i r e s  t h e  p a s t  h i s t o r y  o f  t h e  s i g n a l .  N e v e r t h e l e s s ,
d i g i t a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  DPCM i s  r e l a t i v e l y  s i m p l e  f o r  
o n e - d i m e n s i o n a l  s i g n a l s  and  i n t e r e s t  h a s  b e e n  s p u r r e d  
on by  t h e  p o s s i b i l i t i e s  o f  v i d e o - t e l e p h o n e s  a n d  l a r g e  
b a n d w i d t h  r e d u c t i o n  i n  T . V .  t r a n s m i s s i o n  w h e r e  t h e  r e a l ­
t i m e  a s p e c t  i s  o f  p r i m e  i m p o r t a n c e .  An e x c e l l e n t  d i s c u s s  
i o n  o f  t h e  p r a c t i c a l  d e s i g n  p r o b l e m s  and  s u b j e c t i v e l y  
o b j e c t i o n a b l e  e f f e c t s  o f  DPCM h a s  b e e n  p r o v i d e d  i n  a
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p a p e r  b y  M i l l a r d  a n d  M a u n s e l l  ( 6 1 ) .
I n  t h e  c a s e  o f  a t w o - d i m e n s i o n a l  s i g n a l  t h e  p r e ­
d i c t o r  may  be  d e s i g n e d  t o  w o r k  on a s p a t i a l  a v e r a g i n g  
o f  t h e  s u r r o u n d i n g  p i x e l s  r a t h e r  t h a n  s i m p l y  a p a s t  
h i s t o r y  as  i n  t h e  c a s e  o f  a o n e - d i m e n s i o n a l  T . V .  v i d e o  
s i g n a l ;  t h e  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  f o r  2 - D  DPCM a r e  
o b v i o u s l y  g r e a t e r ,  and  t h e  a c t u a l  i m p r o v e m e n t  i n  p i c t u r e  
q u a l i t y  as  m e a s u r e d  by  t h e  SNR o f  t h e  i m a g e  i s  n o t  v e r y  
g r e a t  ( 6 2 ) .  H o w e v e r ,  t h i s  i s  a c l a s s i c  e x a m p l e  o f  how 
c o n v e n t i o n a l  e r r o r  m e a s u r e s  a r e  u n r e a l i s t i c  i n  i m a g e  
p r o c e s s i n g ;  l a t e r  p r a c t i c a l  s t u d i e s  b y  C o n n o r  e t  a l  ( 6 3 )  
s h o w e d  t h a t  t h e  s u b j e c t i v e l y  h i g h l y  u n p l e a s a n t  e f f e c t s  
o f  v e r t i c a l  e d g e  s m e a r i n g  ( " e d g e  b u s y n e s s " )  and  s t r e a k i n g  
o f  l i n e s  d u e  t o  b i t  e r r o r s ,  c h a r a c t e r i s t i c  o f  s i m p l e  1 - D 
DPCM t r a n s m i s s i o n  o f  T . V .  v i d e o ,  w e r e  much l e s s  a p p a r e n t  
wh e n  a t w o - d i m e n s i o n a l  a l g o r i t h m  was  u s e d .
Many  v a r i a t i o n s  on t h e  t h e m e  o f  DPCM h a v e  b e e n  d e s ­
c r i b e d  s i n c e  i t s  i n t r o d u c t i o n ,  b u t  c a r e  m u s t  be t a k e n ,  
wh e n  a s s e s s i n g  t h e i r  p e r f o r m a n c e s ,  t o  r e m e m b e r  t h a t  t h e  
o n e  g r e a t  a d v a n t a g e  o f  DPCM o v e r  t r a n s f o r m  c o d i n g  i s  i t s  
r e l a t i v e  s i m p l i c i t y  a l l o w i n g  r e a l - t i m e  c o d i n g  o f  T . V .  
p i c t u r e s  w i t h o u t  e x c e s s i v e  h a r d w a r e  e x p e n s e .  A m a j o r i t y  
o f  t h e  v a r i a t i o n s  t r a d e  on some a s p e c t  o f  t h e  HVS t o  
a c h i e v e  an i m p r o v e m e n t  i n  s u b j e c t i v e  i m a g e  q u a l i t y  w i t h ­
o u t  an i n c r e a s e  i n  b a n d w i d t h .  F o r  e x a m p l e ,  a n o n - u n i f o r m  
q u a n t i z e r  w h i c h  q u a n t i z e s  f i n e l y  f o r  s m a l l  d i f f e r e n c e s  
a n d  m o r e  c o a r s e l y  f o r  l a r g e r  d i f f e r e n c e s  h a s  b e e n  u s e d
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( 6 4 )  w i t h  d i s t i n c t  i m p r o v e m e n t s  b o t h  b e c a u s e  t h e  HVS 
i s  m o r e  s e n s i t i v e  t o  e r r o r s  i n  a r e a s  o f  s m a l l  v a r i a t i o n  
and  b e c a u s e  a r e a s  o f  s m a l l  v a r i a t i o n  o c c u r  m o s t  f r e q u e n t ­
l y  i n  i m a g e s .  A n o t h e r  s c h e m e  w h i c h  h as  b e e n  u s e d  f r e q ­
u e n t l y  i s  t h e  a d d i t i o n  o f  n o i s e  t o  t h e  q u a n t i z e d  i m a g e  
t o  b r e a k  up c o n t o u r s  i n  a r e a s  o f  g r a d u a l  c h a n g e  i n  
i n t e n s i t y .  T h i s  h a s  a l r e a d y  b e e n  m e n t i o n e d  i n  s e c t . 1 . 2 . 4 ,  
b u t  i n  t h e  s p e c i f i c  c o n t e x t  o f  DPCM s e v e r a l  r e s e a r c h e r s  
h a v e  i n v e s t i g a t e d  t h e  u s e s  o f  p s e u d o - r a n d o m  n o i s e  o r  
" d i t h e r "  ( 6 5 - 6 8 ) .  H o w e v e r ,  v e r y  l i t t l e  w o r k  s e e ms  t o  
h a v e  b e e n  d o n e  on t h e  q u a n t i t a t i v e  e f f e c t  o f  a d d i t i o n  o f  
n o i s e  i n  t h i s  way  on t h e  human o b s e r v e r ,  u s i n g  a r e a l ­
i s t i c  m o d e l  f o r  t h e  HVS ( 6 9 ) .
F i n a l l y ,  a c o m p a r i s o n  b e t w e e n  DPCM and  t r a n s f o r m a t i o n  
t e c h n i q u e s  ( 7 0 )  h a s  s h o w n  t h a t  f o r  a c e r t a i n  g r o u p  o f  
t r a n s f o r m a t i o n s  t h e  DPCM and  t r a n s f o r m  a p p r o a c h e s  a r e  
e x a c t l y  e q u i v a l e n t ,  d e s p i t e  t h e i r  a p p e a r a n c e s  w h i c h  a t  
f i r s t  s i g h t  s u g g e s t  t h a t  t h e  t w o  t e c h n i q u e s  a r e  f u n d a ­
m e n t a l l y  d i s s i m i l a r .  T h i s  w o r k  h a s  b e e n  e x t e n d e d  t o  
p r o d u c e  a h y b r i d  s y s t e m  e m p l o y i n g  t h e  a t t r a c t i o n s  o f  
b o t h  t h e  t r a n s f o r m  and  DPCM s c h e m e s ,  w h o s e  p h i l o s o p h y  i s  
o u t l i n e d  b y  H a b i b i  an d  R o b i n s o n  ( 7 1 ) .  The  a d v a n t a g e s  o f  
t h e  t r a n s f o r m  s c h e me  s u c h  as  l e s s  s u b j e c t i v e l y  a n n o y i n g  
d e g r a d a t i o n ,  s u p e r i o r  c h a n n e l  n o i s e  p e r f o r m a n c e  a n d  l e s s  
s e n s i t i v i t y  t o  p i c t u r e - t o - p i c t u r e  s t r u c t u r e  v a r i a t i o n ,  
a r e  e x p l o i t e d  b y  p e r f o r m i n g  o n e - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m s  on 
t h e  l i n e s  o f  t h e  i m a g e ,  f o l l o w e d  b y  DPCM e n c o d i n g  o f  t h e
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c o l u m n s ;  b e c a u s e  t h e  s t a t i s t i c s  o f  e a c h  c o l u m n  v a r y  
r e l a t i v e l y  l i t t l e  t h r o u g h  a c r o s s - s e c t i o n  o f  " a v e r a g e "  
p i c t u r e s ,  o p t i m u m  c o d i n g  p e r f o r m a n c e  w i l l  be a c h i e v e d  by  
u s i n g  a s e t  o f  p a r a l l e l  DPCM c o d e r s  e a c h  d e s i g n e d  f o r  
b e s t  p e r f o r m a n c e  on i t s  own p a r t i c u l a r  c o l u m n  o f  s a m p l e s  
i n  t h e  l i n e - t r a n s f o r m e d  i m a g e  m a t r i x .  The  r e s u l t s  o f  a 
c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  o f  s u c h  a s y s t e m  i n d i c a t e  g o o d  c o d i n g  
p e r f o r m a n c e s  e v e n  a t  0 . 5  b i t s / p i x e l .  N o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  
t h e  s y s t e m  r e q u i r e d  t o  i m p l e m e n t  t h i s  s c h e me  ( F i g . 1 . 3 0 ) ,  
i s  c o n s i d e r a b l y  mo r e  c o m p l e x  t h a n  s i m p l e  DPCM.
T h i s  l a s t  e x a m p l e  g i v e s  a g o o d  i n d i c a t i o n  o f  t h e  mo r e  
r e c e n t  t r e n d s  i n  e x t e n s i o n  o f  DPCM p r i n c i p l e s ,  b u t  o t h e r  
b r a n c h e s  f r o m  o r i g i n a l  DPCM h a v e  a l s o  b e e n  i n v e s t i g a t e d .  
T he  m o s t  e v i d e n t  o f  t h e s e  i s  a s c h e m e  k n o wn  as  d e l t a  
m o d u l a t i o n ,  w h e r e  t h e  q u a n t i z e r  o f  t h e  DPCM s y s t e m  i s  r e ­
p l a c e d  by  a t w o - l e v e l  q u a n t i z e r  ( i . e .  t h r e s h o l d e r )  and  t h e  
f e e d b a c k  p r e d i c t o r ,  o n e -  o r  t w o - d i m e n s i o n a l ,  b e c o m e s  a 
d i g i t a l  i n t e g r a t o r .  T h i s  s y s t e m  p r o d u c e s  an o u t p u t  
w h i c h  f o l l o w s  t h e  i n p u t  s i g n a l  i n  a b o o t s t r a p p i n g  m a n n e r  
w h o s e  r e s p o n s e  d e p e n d s  on t h e  s i z e  o f  t h e  f e e d b a c k  g a i n ,
K;  t h e  u s u a l  p r o b l e m s  o f  s l o w  r e s p o n s e  v e r s u s  o v e r s h o o t  
and  r i n g i n g  a r e  e n c o u n t e r e d .  An a d a p t i v e  s c h e m e  t o  o v e r ­
come t h e s e  p r o b l e m s  was  f i r s t  i n d i c a t e d  b y  W i n k l e r  ( 7 2 )  
who s h o w e d  t h a t  a c o n t i n u o u s  o u t p u t  o f  e i t h e r  o n e ' s  o r  
z e r o ' s  f r o m  t h e  e n c o d e r  i n d i c a t e d  t h e  p r e s e n c e  o f  a r e l ­
a t i v e l y  s t e e p  e d g e  i n  t h e  s i g n a l ,  a nd  t h a t  t h e s e  c o m­
b i n a t i o n s  c o u l d  be u s e d  e f f e c t i v e l y  t o  v a r y  t h e  g a i n  o f
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t h e  i n t e g r a t o r  and  i m p r o v e  t h e  e d g e  r e s p o n s e .  T h i s  appr oach ,  
c a l l e d  h i g h  i n f o r m a t i o n  d e l t a  m o d u l a t i o n  ( H I  DM ) was  i n ­
v e s t i g a t e d  and  r e f i n e d  b y  A b a t e  ( 7 3 )  a n d  B o s w o r t h  and  
C a n d y  ( 7 4 )  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e x a c t  e f f e c t  o f  d i f f e r e n t  
o u t p u t  c o d e  c o m b i n a t i o n s  on t h e  s t e p  s i z e  o f  t h e  i n t e g r a t o r .
Th e  same p r o b l e m  i s  e n c o u n t e r e d  w i t h  d e l t a  m o d u l a t ­
i o n  as  w i t h  DPCM when  n o i s y  i m a g e s  a r e  p r e s e n t e d  t o  t h e  
c o d e c  c o m b i n a t i o n ,  n a m e l y  t h a t  o f  h i g h l y  o b j e c t i o n a b l e  
s t r e a k i n g  a n d  b l o t c h i n g  o f  t h e  d e c o d e d  i m a g e  w h e r e  b i t  
e r r o r s  h a v e  o c c u r r e d ;  t h i s  p r o b l e m  i s  m o r e  s e v e r e  i n  t h e  
c a s e  o f  d e l t a  m o d u l a t o r s ,  as  s h o w n  i n  p r a c t i c a l  e x a m p l e s  
b y  Hu a n g  ( 7 5 ) ,  who a l s o  i n d i c a t e s  t h a t  a p o s s i b l e  s o l u t i o n  
m i g h t  be  t h e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  i m a g e  s i g n a l  i n t o  h i g h  and 
l o w  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  f o l l o w e d  by  t r a n s m i s s i o n  o f  t h e  
l o w  f r e q u e n c y ,  c o a r s e l y - s a m p l e d  s i g n a l  b y  PCM and  t h e  
h i g h  f r e q u e n c y  s i g n a l  by  some f o r m  o f  d e l t a  m o d u l a t i o n .
H e r e  a g a i n  i s  an e x a m p l e  o f  a s y s t e m  w h i c h  p l a y s  on t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  HVS t o  i m p r o v e  s u b j e c t i v e  q u a l i t y  
o r  t o  d e c r e a s e  t h e  t r a n s m i s s i o n  b i t  r a t e .  H o w e v e r ,  t h e  
o r i g i n a l  a t t r a c t i o n  o f  d e l t a  m o d u l a t i o n  i s  i t s  s i m p l i c i t y  
r e l a t i v e  t o  DPCM,  so t h a t  r e f i n e m e n t s  w h i c h  i m p r o v e  t h e  
p e r f o r m a n c e  m u s t  be v i e w e d  c r i t i c a l l y  i n  t h e  l i g h t  o f  
a l t e r n a t i v e  p h i l o s o p h i e s ,  as  f a r  as  e q u i p m e n t  c o m p l e x i t y  
i s  c o n c e r n e d . T h e  r a n g e  o f  s c h e m e s  p r e s e n t e d  a b o v e  g i v e s  
a f a i r  i n d i c a t i o n  o f  t h e  a d v a n c e s  made o v e r  t h e  l a s t  d ec a d e
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" C o d e r - d e c o d e r "
i n  c o d i n g  t e c h n i q u e s  s t e m m i n g  d i r e c t l y  f r o m  t h e  i n i t i a l  
c o n c e p t  o f  PCM;  w h i l s t  t h e y  h a v e  p r o v e d  h i g h l y  e f f e c t i v e  
f o r  r e a l - t i m e  s i g n a l  t r a n s m i s s i o n  up t o  t h e  MHz r e g i o n  
and  t h u s  f o r  r e a l - t i m e  t e l e v i s i o n ,  t h e  c o d i n g  p e r f o r m a n c e  
i n  t e r m s  o f  b i t s / p i x e l  f o r  e q u i v a l e n t  q u a l i t y  i s  n o t  as 
g o o d  as  t h a t  w h i c h  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  c o d e r s  
a c h i e v e .  T h o s e  t h a t  do a c h i e v e  s i m i l a r  p e r f o r m a n c e s ,  f o r  
e x a m p l e  t h e  h y b r i d  s c h e m e  o f  H a b i b i  ( 7 6 ) ,  a l s o  r e q u i r e  
h a r d w a r e  o f  s i m i l a r  c o m p l e x i t y  t o  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s ­
f o r m  c o d e r s ,  so  t h a t  i n  t h e  e n d  t h e r e  i s  v e r y  l i t t l e  t o  
c h o o s e  b e t w e e n  s c h e m e s  r e s u l t i n g  f r o m  e i t h e r  o f  t h e  t w o  
i n i t i a l  p h i l o s o p h i e s .  When t r a n s f o r m  c o d e r s  w i t h  r e a l ­
t i m e  c a p a b i l i t i e s  do b e c o me  t e c h n i c a l l y  f e a s i b l e ,  t h e  
c o d i n g  a d v a n t a g e s  i n  t h e  s p e c t r a l  d o m a i n  a r e  l i k e l y  t o  
mak e  t h e s e  c o d e r s  f i r s t  c h o i c e  i n  an e f f i c i e n t  s y s t e m ;  
h e n c e  t h e  i m p o r t a n c e  o f  i n v e s t i g a t i n g  t r a n s f o r m  t e c h ­
n i q u e s  on s m a l l  c o m p u t e r s  w i t h  a v i e w  t o  t h e  f o r t h c o m i n g  
g e n e r a t i o n s  o f  m i c r o p r o c e s s o r s  a r o u n d  w h i c h  r e a l - t i m e  
t r a n s f o r m  c o d e r s  c o u l d  w e l l  be  b u i l t .
A d i s c u s s i o n  o f  P C M - r e l a t e d  c o d e r s  d o e s  n o t  e x h a u s t  
t h e  l i s t  o f  c o m p e t i t i v e  c o d i n g  m e t h o d s  b y  a n y  m e a n s .
T h o s e  so  f a r  m e n t i o n e d  a r e  a l l  t e r m e d  i n t r a - f r a m e  c o d e r s  
i n  t h a t  t h e  c o d i n g  s t r a t e g i e s  t a k e  a d v a n t a g e  o f  t h e  s t a t ­
i s t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  an i m a g e  w i t h i n  an i n d i v i d u a l  
f r a m e .  T h e r e  a r e  o t h e r  i n t r a f r a m e  t e c h n i q u e s  i n  e x i s t ­
e n c e  i n  a d d i t i o n  t o  t h e s e ,  as  w e l l  as  t h e  s o - c a l l e d  i n t e r ­
f r a m e  t e c h n i q u e s  w h i c h  u t i l i s e  t h e  h i g h  d e g r e e  o f
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r e d u n d a n c y  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  f r a m e s  o f  a T . V .  i m a g e ;  
t h e  m o s t  n o t a b l e  o f  t h e  r e m a i n i n g  i n t r a - f r a m e  s t r a t e g i e s  
i s  c o n t o u r  c o d i n g  w h i c h  w i l l  be  m e n t i o n e d  b r i e f l y  h e r e .
C o n t o u r  c o d i n g  t a k e s  a d v a n t a g e  o f  t h e  t e n d e n c y  o f  
i m a g e s  t o  c o n t a i n  l a r g e  a r e a s  o f  s i m i l a r  a nd  h o m o g e n o u s  
g r e y n e s s ,  a t e n d e n c y  w h i c h  i s  h e i g h t e n e d  b y  g r a y - l e v e l  
q u a n t i z a t i o n  d u r i n g  d i g i t i s a t i o n .  T h e s e  a r e a s  a r e  
o b v i o u s l y  s u r r o u n d e d  b y  c o n t o u r s  o f  c o n s t a n t  i n t e n s i t y ,  
and  i f  i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  c o n t o u r s  
c a n  be e n c o d e d ,  an e f f i c i e n t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  i m a g e  
r e s u l t s .  A l t h o u g h  t h i s  a p p r o a c h  i s  e f f e c t i v e  i n  a r e a s  o f  
s l o w  c h a n g e ,  m o r e  i n f o r m a t i o n  w i l l  be  r e q u i r e d  t o  r e ­
p r o d u c e  g r a n u l a r  a n d  h i g h l y  d e t a i l e d  a r e a s  o f  an i m a g e  
an d  a s y s t e m  k n o w n  as  " s y n t h e t i c  h i g h s "  was  d e v e l o p e d  ( 7 7 ) 
w h i c h  g e n e r a t e s  a s i g n a l ,  s i m i l a r  t o  a h i g h  p a s s  f i l t e r e d  
v e r s i o n  o f  t h e  o r i g i n a l ,  f r o m  t h e  c o n t o u r  i n f o r m a t i o n .
T h i s  a p p r o a c h  h a s  b e e n  e x t e n d e d  t o  t w o  d i m e n s i o n s  and  
u s e d  t o  f o r m  t h e  b a s i s  o f  an e f f i c i e n t  ( i n  t h e  b i t s / p i x e l  
s e n s e )  a n d  d i s t i n c t i v e  c o d i n g  s c h e m e  b y  G r a h a m  ( 7 8 ) .
The  e s s e n t i a l  e l e m e n t s  o f  t h i s  s c h e me  a r e  t h e  g e n ­
e r a t i o n  o f  c o n t o u r i n g  i n f o r m a t i o n  t o g e t h e r  w i t h  a l o w -  
f r e q u e n c y  ( i . e .  l o w  p a s s  f i l t e r e d )  v e r s i o n  o f  t h e  i m a g e  
w h i c h  c a n  be t r a n s m i t t e d  a t  v e r y  l o w  b i t  r a t e s .  The  
i m a g e  i s  f i r s t  p r o c e s s e d  by  a f i l t e r  d e s i g n e d  t o  h i g h ­
l i g h t  e d g e  i n f o r m a t i o n  a n d  e r a s e  as  f a r  as  p o s s i b l e  a l l  
e l s e ;  Gr a h a m c o n s i d e r s  b o t h  t h e  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n t i a l
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( g r a d i e n t )  a n d  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  ( l a p l a c i a n )  as 
c a n d i d a t e s .  C o n t o u r i n g  a l g o r i t h m s  a r e  t h e n  u s e d  t o  
d e t e r m i n e  t h e  s t a r t  and  r o u t e i n g  o f  e d g e s  i n  t h e  p r o c e s s e d  
i m a g e ,  t h e  i n f o r m a t i o n  b e i n g  c o d e d  and  t r a n s m i t t e d  a l o n g  
w i t h  t h e  l o w - f r e q u e n c y  d a t a .  A t  t h e  r e c e i v e r ,  t h e  e d g e  
i n f o r m a t i o n  i s  r e c o n s t i t u t e d  t o  a " s y n t h e t i c  h i g h s "  i m a g e  
b y  f i l t e r i n g  w i t h  f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c s  d e t e r m i n e d  f r o m  
a c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  g r a d i e n t  o r  l a p l a c ­
i a n  o p e r a t i o n  a t  t h e  t r a n s m i t t e r .  When summed w i t h  t h e  
l o w  f r e q u e n c y  i m a g e ,  a g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  o r i g i n a l  
p i c t u r e  r e s u l t s .  O b v i o u s l y  t h e  r e d u c t i o n  i n  b i t  r a t e  
w i l l  d e p e n d  v e r y  h e a v i l y  on t h e  a m o u n t  o f  d e t a i l  w i t h i n  
a p i c t u r e  a n d  G r a h a m  q u o t e s  r e d u c t i o n s  i n  t h e  r a n g e  4 - 2 3  
t i m e s  o v e r  6 - b i t  PCM f o r  t y p i c a l  i m a g e s  o f  v a r y i n g  
d e t a i l .
T h i s  s c h e m e  a l l o w s  c e r t a i n  i n t e r e s t i n g  c h a n g e s  t o  
be made  i n  t h e  i m a g e  d u r i n g  c o d i n g  o r  d e c o d i n g ;  f o r  e x ­
a m p l e ,  t h e  f i l t e r s  u s e d  t o  s y n t h e s i s e  t h e  h i g h  p a s s  i m a g e  
c a n  be c h a n g e d  t o  a c c e n t u a t e  e d g e  d e t a i l  l e a d i n g  t o  a 
d e c o d e d  i m a g e  w h i c h  may be s u b j e c t i v e l y  m o r e  p l e a s i n g  i n  
c e r t a i n  c a s e s .  T h e r e  i s  a l s o  a t e n d e n c y  t o  i g n o r e  s m a l l  
g r a n u l a r  v a r i a t i o n s ,  o f t e n  a r e s u l t  o f  n o i s e ,  as  may be 
e x p e c t e d ,  b u t  s m a l l  v a r i a t i o n s  o f  p i c t u r e  d e t a i l  a r e  a l s o  
e r a s e d .  T h e  f i n a l  r e s u l t  l o o k s  r a t h e r  l i k e  a s l i g h t l y  
b a n d l i m i t e d  v e r s i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  w i t h  t h e  e x ­
c e p t i o n  o f  t h e  d i s t i n c t  e d g e s  w h i c h  a p p e a r  v e r y  s h a r p l y .
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A n o t h e r  m o d i f i c a t i o n  o f  t h i s  s c h e me  h a s  b e e n  s u g g ­
e s t e d  b y  O p p e n h e i m  e t  a l  ( 2 8 )  who p o i n t  o u t  t h a t  t h e  
t e n d e n c y  o f  t h e  HVS t o  r e s p o n d  t o  b r i g h t n e s s  r a t i o s  
r a t h e r  t h a n  a b s o l u t e  l e v e l s  c a n  be e x p l o i t e d  u s i n g  a 
m u l t i p l i c a t i v e  s c h e m e  w h e r e  t h e  i m a g e  t o  be c o d e d  i s  p r e -  
p r o c e s s e d  b y  a l o g a r i t h m i c  n o n l i n e a r  f u n c t i o n  and  p o s t ­
p r o c e s s e d  b y  an e x p o n e n t i a l .  The  r e s u l t  o f  t r e a t i n g  t h e  
l o w  p a s s  a n d  e d g e  c o m p o n e n t s  as  m u l t i p i l c a t i v e l y  c o m b i n e d  
i s  an i m p r o v e m e n t  i n  t h e  r e n d i t i o n  o f  d e t a i l  w i t h i n  
a r e a s  o f  t h e  m o s t  f r e q u e n t l y  o c c u r r i n g  b r i g h t n e s s  l e v e l s .  
F o r  m o s t  n a t u r a l  s c e n e s ,  i n t e n s i t y  h i s t o g r a m s  a r e  h e a v i l y  
b i a s e d  t o w a r d s  b l a c k  so t h a t  t h e  d e t a i l  i n  d a r k  a r e a s  o f  
t h e  i m a g e  i s  m o r e  f a i t h f u l l y  r e p r o d u c e d  b y  O p p e n h e i m ' s  
m e t h o d .  Th e  c o r r e s p o n d i n g  d e n s i t y  h i s t o g r a m s  f o r  s u c h  
i m a g e s ,  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  l o g a r i t h m i c  p r e p r o c e s s i n g ,  
s h o w a r a t h e r  m o r e  r e c t a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n ;  i t  i s  n o t  
t h e r e f o r e  s u r p r i s i n g  t h a t  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  s c h e me  d o e s  
t e n d  t o  t r e a t  a r e a s  o f  d i f f e r e n t  b a c k g r o u n d  i n t e n s i t y  
m o r e  i m p a r t i a l l y  f o r  t h i s  c l a s s  o f  i m a g e s .  I n  f a c t ,  t h e  
o p t i m u m  p e r f o r m a n c e  i n  t e r m s  o f  d e t a i l  r e n d i t i o n  i n  t h e  
d e c o d e d  i m a g e  s h o u l d  r e s u l t  f r o m  p r e p r o c e s s i n g  a i m e d  a t  
a c h i e v i n g  a r e c t a n g u l a r  b r i g h t n e s s  h i s t o g r a m  and  s u b ­
s e q u e n t  i n v e r s i o n .  (\lo w o r k  on t h i s  s e e ms  t o  h a v e  b e e n  
i n i t i a t e d ,  p r o b a b l y  b e c a u s e  t h e  a v a i l a b l e  s c h e m e s  f o r  
l i n e a r i s i n g  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n s  ( e . g .  h i s t o g r a m  
e q u a l i s a t i o n ,  s e c t . 1 . 2 . 4 )  a r e  n o n - i n v e r t i b l e .
A l l  t h o s e  t e c h n i q u e s  m e n t i o n e d  so f a r  h a v e  one
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f a c t o r  i n  c o mmo n ;  t h e y  a l l  t a k e  a d v a n t a g e  o f  t h e  
r e d u n d a n c y  w i t h i n  t h e  f r a m e  o f  an i n d i v i d u a l  i m a g e  t o  
a c h i e v e  a r e d u c t i o n  i n  t h e  n u m b e r  o f  b i t s  r e q u i r e d  t o  
t r a n s m i t  t h a t  i m a g e  and  a r e  t h e r e f o r e  a p p l i c a b l e  t o  b o t h  
s t i l l  p h o t o g r a p h y  and  T . V .  a n d  v i d e o p h o n e .  The  t h i r d  
a n d  f i n a l  c a t e g o r y  o f  c o d i n g  t e c h n i q u e s  i n v e s t i g a t e d  
c o n s i s t s  o f  a l l  t h o s e  s c h e m e s  w h i c h  s e e k  t o  r e m o v e  a l l  
r e d u n d a n c y  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  f r a m e s  o f  m o v i n g  i m a g e r y  
a n d  i s  t e r m e d  i n t e r - f r a m e  c o d i n g .  W h i l s t  a d e s c r i p t i o n  
o f  a l l  t h e  v a r i a t i o n s  on t h i s  t h e m e  w o u l d  be o u t s i d e  t h e  
t e r m s  o f  r e f e r e n c e  o f  t h i s  r e v i e w ,  a l l  i n t r a - f r a m e  t e c h ­
n i q u e s  so f a r  d e s c r i b e d  c a n  be c o m b i n e d  w i t h  some f o r m  
o f  i n t e r - f r a m e  c o d i n g  t o  a c h i e v e  e v e n  m o r e  s p e c t a c u l a r  
b a n d w i d t h  r e d u c t i o n s  f o r  T . V .  and  v i d e o p h o n e  t r a n s m i s s i o n ,  
so  t h a t  an o u t l i n e  o f  t h e  o v e r a l l  p h i l o s o p h y  b e h i n d  
i n t e r - f r a m e  c o d i n g  w i l l  n o t  be o u t  o f  p l a c e .  I n  f a c t ,  
some r e s e a r c h e r s  h a v e  a l r e a d y  g r a s p e d  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
s i g n i f i c a n t  s a v i n g s  o f f e r e d  b y  c o m b i n i n g  b o t h  t e c h n i q u e s .  
See f o r  e x a m p l e  T e s c h e r  ( 7 9 )  and  H a b i b i  ( 8 0 ) ,  who h a v e  
g i v e n  e x a m p l e s  o f  e x c e l l e n t  r e p r o d u c t i o n s  c o d e d  a t  as  
l o w  a r a t e  as  0 . 3  b i t s / p i x e l  ( 7 9 ) .  H o w e v e r ,  t h e s e  
s c h e m e s  r e q u i r e  g r e a t e r  h a r d w a r e  c o m p l e x i t y ;  f o r  e x a m p l e .  
T e a c h e r ' s  s c h e m e  i n v o l v e s  t h e  use  o f  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  w i t h  t w o  s p a t i a l  a x e s  and  o n e  t e m p o r a l  
a x i s .
M o s t  i n t e r - f r a m e  t e c h n i q u e s  r e p o r t e d  b y  r e s e a r c h e r s  
i n v o l v e  t h e  t r a n s m i s s i o n  o f  t h o s e  p i x e l s  w h i c h  h a v e
6 2
c h a n g e d  s i g n i f i c a n t l y  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  f r a m e s  and  t h e  
e l i m i n a t i o n  o f  t h e  r e m a i n d e r .  I t  h a s  b e e n  s h o w n  ( 81 ) 
t h a t ,  on a v e r a g e ,  o n l y  a b o u t  10% o f  a l l  p i x e l s  n e e d  t o  
be t r a n s m i t t e d  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  f r a m e s  i n  s u c h  a s y s t e m  
U n f o r t u n a t e l y ,  t w o  p r o b l e m s  a c c r u e  f r o m  t h i s  a p p r o a c h .  
F i r s t l y ,  a l a r g e  b u f f e r  i s  r e q u i r e d  i n  t h e  r e c e i v e r  and  
s e c o n d l y ,  t h e  t r a n s m i s s i o n  r a t e  i s  f a r  f r o m  c o n s t a n t .
M o s t  v a r i a t i o n s  o f  i n t e r - f r a m e  c o d i n g  h a v e  a r i s e n  f r o m  
a t t e m p t s  t o  o v e r c o m e  t h e s e  t w o  p r o b l e m s .  An e x c e l l e n t  
r e v i e w  o f  s ome o f  t h e s e  i s  p r o v i d e d  by  H a s k e l l  e t  a l  ( 82 )  
and  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  f o r  o u r  p u r p o s e  t o  r e v i e w  t h e s e  
t e c h n i q u e s  h e r e .
I n  c o n c l u s i o n ,  i t  m u s t  be  s t a t e d  t h a t  n o n - t r a n s f o r m  
c o d i n g  h a s  b e e n  c o m m o n l y  a d o p t e d  f o r  m o s t  r e a l - t i m e  i m a g e  
c o d i n g  s y s t e m s ;  t h i s  i s  p r i m a r i l y  a r e s u l t  o f  l i m i t a t i o n s  
i n  e q u i p m e n t  c o m p l e x i t y  i m p o s e d  b y  p r e s e n t  d a y  i n t e g r a t e d  
c i r c u i t  t e c h n o l o g y .  W h i l s t  a m a j o r i t y  o f  t h e  s c h e m e s  
m e n t i o n e d  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  s u i t a b l e  f o r  d i r e c t  i m p l e ­
m e n t a t i o n  f o r  r e a l - t i m e  m o t i o n  p i c t u r e  p r o c e s s i n g ,  t h e i r  
c o d i n g  e f f i c i e n c i e s  a r e  i n  g e n e r a l  i n f e r i o r  t o  t r a n s f o r m  
c o d e r s ;  m o r e  i m p o r t a n t l y ,  t h e i r  s u s c e p t i b i l i t y  t o  r e a l -  
w o r l d  f a c t o r s  l i k e  c h a n n e l  n o i s e  and  v a r i a t i o n  i n  p i c t u r e  
s t a t i s t i c s  r e s u l t s  i n  e r r o r s  i n  t h e  d e c o d e d  i m a g e  w h i c h  
a r e  s u b j e c t i v e l y  h i g h l y  a n n o y i n g  t o  t h e  v i e w e r .  T h i s  i s  
e s p e c i a l l y  t r u e  i n  t h e  c a s e  o f  o n e - d i m e n s i o n a l  c o d e r s ,  
w h e r e i n  t h e  r e a l - t i m e  a t t r a c t i o n s  o f  n o n - t r a n s f o r m  c o d e r s  
l i e .  F i n a l l y ,  i t  i s  i m p o r t a n t  i n  a n y  d i s c u s s i o n  on i m a g e
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c o d i n g  n o t  t o  l o s e  s i g h t  o f  t h e  f a c t  t h a t  i t s  a p p l i c a t i o n  
i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  t h e  t r a n s m i s s i o n  o f  m o t i o n  p i c t u r e s ,  
so  t h a t  r e a l - t i m e  c a p a b i l i t y  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  t h e  
d o m i n a t i n g  r e q u i r e m e n t .
To s u m m a r i s e ,  t r a n s f o r m  c o d e r s  d i s t r i b u t e  c o d i n g  
d e g r a d a t i o n  i n  a m a n n e r  l e s s  o b j e c t i o n a b l e  t o  t h e  HVS,  
a r e  n o t  s e n s i t i v e  t o  t h e  d i f f e r e n t  s t a t i s t i c s  o f  d i f f e r ­
e n t  t y p e s  o f  p i c t u r e ,  a r e  n o t  v u l n e r a b l e  t o  c o d i n g  e r r o r s  
an d  c h a n n e l  n o i s e  and  a c h i e v e  a s u p e r i o r  c o d i n g  p e r f o r m ­
a n c e  i f  h i g h  s p e e d  o p e r a t i o n  i s  n o t  r e q u i r e d .  Th e  
a d v a n t a g e s  o f  o t h e r  c o d i n g  s c h e m e s  r e s u l t  p r i m a r i l y  f r o m  
t h e i r  e a s e  o f  i m p l e m e n t a t i o n ,  p a r t i c u l a r l y  f o r  o n e - d i m e n ­
s i o n a l  c o d e r s ;  n a m e l y  t h e  c a p a b i l i t y  o f  g o o d  c o d i n g  
p e r f o r m a n c e  a t  h i g h  b i t  r a t e s ,  l o w  d e l a y  b e f o r e  t r a n s ­
m i s s i o n  a nd  l o w  h a r d w a r e  c o m p l e x i t y .  T h e r e f o r e ,  t r a n s f o r m  
c o d e r s  c a n  be e x p e c t e d  t o  p l a y  an i n c r e a s i n g  r o l e  i n  t h e  
p r o b l e m  o f  e f f i c i e n t  c o d i n g  o f  i m a g e s  i n  t h e  f u t u r e ,  
wh e n  t h e i r  p r a c t i c a l  c o n s t r u c t i o n  b e c o m e s  a r e a l i s t i c  
p o s s i b i l i t y .
1 . 4  PATTERN RECOGNI TI ON
The  f i e l d  o f  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  i n  i t s  m o s t  g e n e r a l
f o r m  i s  q u i t e  r i g h t l y  an e n t i r e l y  d i s t i n c t  d i s c i p l i n e ;  i t
d o e s  n o t  s p e c i f i c a l l y  r e l a t e  t o  t w o - d i m e n s i o n a l  d a t a ,  and
t e c h n i q u e s  w h i c h  h a v e  b e e n  e m p l o y e d  i n  a u t o m a t i c  a n a l y s i s ,
d e t e c t i o n  and c l a s s i f i c a t i o n  a r e  v e r y  w i d e  r a n g i n g  and  a r e
l a r g e l y  i r r e l e v a n t  t o  a n d  o u t s i d e  t h e  s c o p e  o f  t h i s  r e v i e w .
An e x c e l l e n t  i n t r o d u c t i o n  t o  t h o s e  e l e m e n t s  o f  p a t t e r n
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r e c o g n i t i o n  w h i c h  a r e  r e l e v a n t  t o  t h e  a n a l y s i s  o f  t w o -  
d i m e n s i o n a l  i m a g e r y  i s  p r o v i d e d  b y  R o s e n f e l d  ( 8 3 )  and  
w i t h  t h e  e m p h a s i s  m o r e  s p e c i f i c a l l y  on t r a n s f o r m  p r o ­
c e s s i n g ,  b y  A n d r e w s  ( 8 4 ) .
We a r e  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p o s s i b l e  a p p l i c a t i o n s  o f  
o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  t h e  a u t o m a t i c  a n a l y s i s  o f  
i m a g e s .  As s u c h ,  t h e  g e n e r a l  t e c h n i q u e s  o f  p a t t e r n  r e c ­
o g n i t i o n ,  n a m e l y  t h e  s e l e c t i o n  o f  s i g n i f i c a n t  r e c o g ­
n i t i o n  f e a t u r e s  and  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  p a t t e r n  
s p a c e s  b a s e d  on t h e  f e a t u r e s  c h o s e n ,  w i l l  n o t  be d i sc us s ed .  
I n s t e a d ,  t h e  u s e s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  
w i l l  be t r e a t e d  u n d e r  t h e  t w o  m a i n  c a t e g o r i e s  o f  p r e ­
p r o c e s s i n g  and  d i r e c t  r e c o g n i t i o n .  The f i r s t  c a t e g o r y  
e m p l o y s  t r a n s f o r m a t i o n s  i n  an e f f o r t  t o  make  t h e  s t a g e s  
o f  f e a t u r e  s e l e c t i o n  and c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  
p a t t e r n s  s i m p l e r  t o  i m p l e m e n t ;  t h e  s e c o n d  c a t e g o r y  
r e s u l t s  f r o m  t h e  a b i l i t y  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m ­
a t i o n s  t o  s e l e c t  and  c h a r a c t e r i s e  t h e  i m a g e  s p a c e  f o r  
c l a s s i f i c a t i o n  d i r e c t l y .  T h o s e  a r e a s  i n  w h i c h  t r a n s ­
f o r m a t i o n s  h a v e  a u s e  c a n  be d i v i d e d  i n t o  t w o  g r o u p s .  
C h a r a c t e r  r e c o g n i t i o n  i s  a h i s t o r i c a l l y  d i f f i c u l t  p r o b ­
l e m  w h i c h  h as  b e e n  t a c k l e d  f r o m  a l m o s t  e v e r y  c o n c e i v a b l e  
m a t h e m a t i c a l  a p p r o a c h  b y  many  r e s e a r c h e r s .  D a t a  e x t r a ­
c t i o n  and  i m a g e  q u a l i t y  e v a l u a t i o n  i s  a m o r e  g e n e r a l  
g r o u p i n g  o f  v a r i o u s  p r o b l e m s  s u r r o u n d i n g  t h e  q u e s t i o n  o f  
how o n e  a s s e s s e s  t h e  ' q u a l i t y ' ,  ' i n t e r e s t ' ,  i n f o r m a t i o n  
c o n t e n t  e t c .  o f  an i m a g e .
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C o n c e p t u a l l y ,  t h e  p r o b l e m  o f  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  i s  
e a s i l y  d e s c r i b e d .  L a r g e  q u a n t i t i e s  o f  d a t a  g a t h e r e d  by  
some t r a n s d u c e r  s y s t e m  f o r m  a p a t t e r n  s p a c e  w h i c h  i s  t o  
be c l a s s i f i e d  i n t o  o n e  o f  a n u m b e r  o f  c l a s s e s ,  u s u a l l y  
d e f i n e d  i n i t i a l l y  b y  human k n o w l e d g e  o f  t h e  s p e c i f i c  
p r o b l e m .  S i n c e  t h e  d a t a  i s  u s u a l l y  g a t h e r e d  by  a d e v i c e  
w h i c h  i n  i t s e l f  d o e s  n o t  c a r r y  o u t  a n y  r e c o g n i t i o n  and  
h a s  no m e m o r y  o r  i n t e l l i g e n c e ,  t h e  r e s u l t i n g  p a t t e r n  
c o n t a i n s  d a t a  w h i c h  i s  i n  some s e n s e  c o r r e l a t e d  and 
e n a b l e s  t h e  human t o  c l a s s i f y  t h e  p a t t e r n  he s e e s  as  a 
r e s u l t .  When a m a c h i n e  i s  u s e d  t o  c a r r y  o u t  t h i s  r e c o g ­
n i t i o n ,  t h e  p r o b l e m  i s  t o  d e t e r m i n e  f e a t u r e s  i n  t h e  
p a t t e r n  s p a c e  w h i c h  mak e  t h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  c o n t r i ­
b u t i o n  t o  s u b s e q u e n t  c l a s s i f i c a t i o n .  W h i l s t  a common 
a p p r o a c h  i s  t o  s e l e c t  f e a t u r e s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  p a t t e r n  
s p a c e  i n t e r a c t i v e l y  b y  human i n t e r v e n t i o n ,  u s i n g  t h e  
e x p e r i e n c e  o f  t h e  o p e r a t o r  t o  s e l e c t  w h a t  he f e e l s  t o  be 
t h e  ' b e s t '  s e t  o f  f e a t u r e s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  u s e  o r t h ­
o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  e a s e  t h e  f e a t u r e  s e l e c t i o n  
t a s k  and  t h u s  a u t o m a t e  t h e  r e c o g n i t i o n .
S u m m a r i s i n g ,  t h e  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  t a s k  may be 
d e s c r i b e d  b y  t h e  t w o  t r a n s i t i o n s  f r o m  p a t t e r n  s p a c e  t o  
f e a t u r e  s p a c e  an d  f r o m  f e a t u r e  s p a c e  t o  c l a s s i f i c a t i o n  
s p a c e .  C l a s s i f i c a t i o n  t e c h n i q u e s  h a v e  b e e n  t h e  s u b j e c t  
o f  much  o f  t h e  c l a s s i c a l  w o r k  i n  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n ;  
a g a i n ,  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  ( 8 3 ) .  H o w e v e r ,  t h e  
t r a n s i t i o n  t o  f e a t u r e  s p a c e  i m p l i e s  a r e d u c t i o n  o f  d a t a  
t o g e t h e r  w i t h  s e l e c t i o n  o f  t h e  s t a t i s t i c a l l y  m o s t
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p e r t i n e n t  c h a r a c t e r i s t i c s .  One m e t h o d  o f  a c h i e v i n g  
t h i s  i n  an a u t o m a t i c  s e n s e  i s  t o  f o r m  f r o m  t h e  p a t t e r n  
s p a c e  a new s e t  o f  d a t a  w h e r e  s a m p l e s  a r e  as  u n c o r r e l ­
a t e d  as  p o s s i b l e .  T h o s e  e l e m e n t s  w h i c h  h a v e  t h e  h i g h e s t  
v a r i a n c e s  a r e  t h e n  s e l e c t e d  as  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  f o r  
r e t e n t i o n  by  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  a l g o r i t h m .  I t  i s  h e r e  
t h a t  t h e  r o t a t i o n s  t o  r e l a t i v e l y  u n c o r r e l a t e d  d o m a i n s  
p r o v i d e d  b y  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  h a v e  a u s e .
I n  a m o r e  g e n e r a l  s e n s e ,  t r a n s f o r m a t i o n s  may a l s o  
be u s e d  t o  p r o v i d e  a d o m a i n  w h e r e  t h e  t e c h n i q u e  o f  
' s i g n a t u r e s '  ( 1 . 4 . 2 )  c a n  be e m p l o y e d  t o  g r e a t e r  e f f e c t ,  
o r  w h e r e  f i l t e r i n g  o p e r a t i o n s  c a n  l e a d  t o  a d i r e c t  
c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  i m a g e .
1 . 4 . 1  CHARACTER RECOGNI TI ON
The c h a r a c t e r  r e c o g n i t i o n  p r o b l e m  i s  a c l a s s i c a l  
e x a m p l e  o f  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  w i t h  d i s t i n c t  p r a c t i c a l  
a p p l i c a t i o n s .  The  c l a s s e s  c a n  be e a s i l y  d e f i n e d  as  t h e  
10 d e c i m a l  d i g i t s ,  t h e  26 a l p h a b e t i c  l e t t e r s ,  e t c . ,  an d  
t h e  c l a s s i f i c a t i o n  p r o b l e m  i s  i m m e d i a t e l y  a p p a r e n t .  T he  
t w o - d i m e n s i o n a l  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n  o f f e r s  t w o  
p o s s i b l e  r o u t e s  t o  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  c h a r a c t e r s .
One t e c h n i q u e  may be r e g a r d e d  as  a p r e - p r o c e s s i n g  o p e r ­
a t i o n  i n  t h e  s e n s e  t h a t  d i m e n s i o n a l i t y  r e d u c t i o n  o f  t h e  
f e a t u r e  s p a c e  i s  a c h i e v e d  t h e r e b y ,  t h e  o t h e r  r e s u l t s  i n  
a d i r e c t  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  i m a g e  a u t o m a t i c a l l y  and  
owes  i t s  s u c c e s s  l a r g e l y  t o  t h e  t e n d e n c y  t o w a r d s  h i g h
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d e g r e e s  o f  c o r r e l a t i o n  i n  i m a g e s  o f  t h e  same c h a r a c t e r  
and  t o  t h e  r e l a t i v e l y  s m a l l  n u m b e r  o f  c l a s s e s  u s u a l l y  
i n v o l v e d .
C o n s i d e r  a s e t  o f  i m a g e s  c o n t a i n i n g ,  f o r  e x a m p l e ,
t h e  t e n  d e c i m a l  d i g i t s .  The  o b j e c t i v e  i s  t o  c l a s s i f y
t h e  u n k n o w n  i m a g e s  i n t o  t e n  c l a s s e s ,  z e r o  t o  n i n e .  I f
t h e  i m a g e s  a r e  s a m p l e d  and  r e p r e s e n t e d  as  m a t r i c e s  o f
2
d i m e n s i o n  NxN,  t h e n  t h e r e  a r e  N f e a t u r e s  i n  t h e  p a t t e r n
s p a c e  ( i . e .  t h e  p a t t e r n  s p a c e  i s  o f  d i m e n s i o n a l i t y  N ^ ) .
2
The  p r o b l e m  i s  t h e n  one  o f  s e l e c t i n g  f r o m  N f e a t u r e s ,  
a m i n i m u m  s e t  o f  f e a t u r e s  c o n s i s t e n t  w i t h  a c c u r a t e  
c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  i m a g e s ,  c o n s t i t u t i n g  t h e  f e a t u r e  
s p a c e .  H o w e v e r ,  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  o r t h o g o n a l  t r a n s ­
f o r m a t i o n  r e p r e s e n t e d  b y :
f  = p [ T ]
w h e r e  f  and  p a r e  v e c t o r s  o f  N ^ x l , and  [ f ]  i s  t h e  t r a n s -
2 2f o r m  m a t r i x  o f  N xN , o r  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m ­
a t i o n  :
( w h e r e  [ f ]  and  [ p ]  a r e  m a t r i c e s  o f  NxN and  { j ' \  i s  t h e  
t r a n s f o r m  m a t r i x  o f  NxN)  r e p r e s e n t s  a r o t a t i o n  o f  t h e  
p a t t e r n  s p a c e  t o  a t r a n s f o r m  s p a c e  ( [ f * ]  w h i c h  c a n  be
c o n s i d e r e d  as  a new s p a c e  f o r  f e a t u r e  s e l e c t i o n .  I f  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  c h o s e n  r e s u l t s  i n  r e l a t i v e l y  u n c o r r e l a t e d  
s a m p l e s ,  a d i m e n s i o n a l i t y  r e d u c t i o n  h as  b e e n  a c h i e v e d  i n
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t h e  s e n s e  t h a t  a l a r g e r  p r o p o r t i o n  o f  t h e  i m a g e  v a r i a n c e  
h a s  b e e n  c o m p a c t e d  i n t o  r e l a t i v e l y  f e w  s a m p l e s  i n  t h e  
new s p a c e .  T h i s  i s  p r e c i s e l y  t h e  same c r i t e r i o n  t h a t  i s  
u s e d  i n  t h e  t r a n s f o r m  c o d i n g  o f  i m a g e s  d e s c r i b e d  
p r e v i o u s l y  ( 1 . 3 . 1 ) ,  b u t  h e r e  t h e  o b j e c t  i s  t o  u s e  t h o s e  
f e w  s a m p l e s  c o n t a i n i n g  t h e  ma x i mu m v a r i a n c e s  as  f e a t u r e s  
f o r  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  p r o c e d u r e .  T h i s  t e c h n i q u e  i s  
d e s c r i b e d  i n  a c o n c i s e  f a s h i o n  b y  W i n t z  ( 8 5 ) .
I n  t h e  c o n t e x t  o f  c h a r a c t e r  r e c o g n i t i o n ,  t h e  
d i m e n s i o n a l i t y  r e d u c t i o n  a c h i e v e d  by  t h e  o r t h o g o n a l  
t r a n s f o r m a t i o n  a l l o w s  t o t a l l y  a u t o m a t e d  r e c o g n i t i o n  
b a s e d  on a s e t  o f  o r i g i n a l  t r a i n i n g  i m a g e s .  Of  c o u r s e ,  
t h e r e  i s  an i n f i n i t e  n u m b e r  o f  p o s s i b l e  o r t h o g o n a l  
r o t a t i o n s  w h i c h  a r e  c a n d i d a t e s  f o r  t h e  r e d u c t i o n ,  b u t  
p r a c t i c a l  l i m i t a t i o n s  r e d u c e  t h i s  n u m b e r  t o  a m a n a g e a b l e  
s e t  o f  p o s s i b i l i t i e s .  F r o m t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  d e g r e e  
o f  c o r r e l a t i o n ,  t h e  K a r h u n e n - L o & v e  t r a n s f o r m  p r o v i d e s  a 
f e a t u r e  s p a c e  w h e r e  s a m p l e s  a r e  u n c o r r e l a t e d  and  t h e r e ­
f o r e  r e p r e s e n t  an o p t i m u m  f e a t u r e  s e t  ( 1 . 3 . 1 ) .  H o w e v e r ,  
t h e  F o u r i e r  and  W a l s h / H a d a m a r d  t r a n s f o r m s  o f f e r  a 
s u r p r i s i n g l y  c l o s e  t o  o p t i m a l  d e c o m p o s i t i o n  w h i l s t  a t  
t h e  same t i m e  p o s s e s s i n g  p r o p e r t i e s  w h i c h  a l l o w  f o r  f a s t  
a l g o r i t h m s  i n  t h e  d i g i t a l  e n v i r o n m e n t .  T he  m a j o r  d i f f i ­
c u l t y  w i t h  t h e  K a r h u n e n - L o e v e  t r a n s f o r m  i s  t h e  n e c e s s i t y
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t o  d i a g o n a l i s e  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  o r d e r  l\l x N and  
t h e n  t o  c a r r y  oui t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  by  b r u t e  f o r c e  
m e t h o d s  s i n c e  t h e  r e s u l t i n g  t r a n s f o r m  m a t r i x  i s  n o t  i n  
g e n e r a l  f a c t o r a b l e .
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An e x c e l l e n t  e x a m p l e  o f  t h e  u s e  o f  t r a n s f o r m  
r o t a t i o n s  a p p l i e d  t o  t h e  r e c o g n i t i o n  o f  t h e  n u m b e r s  z e r o  
t o  n i n e  i s  p r o v i d e d  i n  a s h o r t  n o t e  by  A n d r e w s  ( 8 6 ) .  The 
c o n c l u s i o n s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  f a s t  t r a n s f o r m a t i o n s  u s i n g  
F o u r i e r ,  H a d a m a r d  and  H a a r  m a t r i c e s  p r o v i d e  a c o n s i d e r ­
a b l e  i m p r o v e m e n t  i n  c l a s s i f i c a t i o n  o v e r  o r i g i n a l  i m a g e  
s p a c e  and  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  H a d a m a r d  t r a n s f o r m  p a r t i c ­
u l a r l y ,  w i t h  r e l a t i v e l y  s m a l l  c o m p u t a t i o n a l  l o a d .  
U n f p r t u n a t e l y ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  i d e n t i f y  t r a n s f o r m  
m a t r i c e s  w h i c h  a r e  h i g h l y  r e d u n d a n t  ( i . e .  f a c t o r a b l e  t o  
m a t r i c e s  c o n t a i n i n g  many  z e r o s ) .  T h i s  i s  i m p o r t a n t  
b e c a u s e  t h i s  p r o p e r t y  e n s u r e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a f a s t  
a l g o r i t h m .  A l s o ,  no k n o wn  m e t h o d  e x i s t s  f o r  d e t e r m i n i n g  
t h e  m o s t  e f f i c i e n t  f a c t o r i s a t i o n  f o r  h i g h l y  r e d u n d a n t  
m a t r i c e s .  H e n c e  t h e  o n l y  way  t o  p r o v e  t h e  e x i s t e n c e  o r  
o t h e r w i s e  o f  a f a s t  a l g o r i t h m  and  i t s  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y ,  
i s  t o  s y n t h e s i z e  f a c t o r i s a t i o n s  a n d  c o m p a r e  t h e m .  T h i s  
i s  d e s c r i b e d  i n  ( 8 7 ) ,  w h e r e  a g e n e r a l i s e d  s p e c t r u m  
a n a l y s e r  i s  p r o p o s e d .
A n o t h e r  r o u t e  t o  t h e  s u c c e s s f u l  r e c o g n i t i o n  o f  c h a r ­
a c t e r s  i s  p r o v i d e d  b y  a m o r e  s t r a i g h t f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  
o f  F o u r i e r  t r a n s f o r m  t h e o r y  t o  t h e  i m a g e s  i n  q u e s t i o n .
T he  t e c h n i q u e  e m p l o y s  t h e  c o n c e p t  o f  m a t c h e d  f i l t e r i n g  
t o  c o m p u t e  a t w o - d i m e n s i o n a l  c r o s s - c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  
t h e  p r o t o t y p e  c h a r a c t e r  and  t h e  u n k n o w n  i m a g e .  The  
r e s u l t  i s  a d i r e c t  i n d i c a t i o n  o f  t h e  d e g r e e  o f  s i m i l a r i t y  
b e t w e e n  u n k n o w n  and  p r o t o t y p e ,  and  i s  e s p e c i a l l y  v a l u a b l e
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b e c a u s e  t h e  e f f e c t s  o f  n o i s e  i n  t h e  u n k n o w n  c a n  be  a t  
l e a s t  p a r t i a l l y  c o u n t e r a c t e d  b y  s u i t a b l e  w e i g h t i n g  o f  
t h e  m a t c h e d  f i l t e r  t e m p l a t e  ( 2 . 3 , 3 ) .  The  f a s t  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  i s  i m p o r t a n t  i n  t h i s  a p p l i c a t i o n  s i n c e  a 
m a t c h e d  f i l t e r  c o n s t r u c t e d  b y  F o u r i e r  a n a l y s i s  i s  d i r ­
e c t l y  a n a l o g o u s  t o  t h e  u s e  o f  f i l t e r  ma s k s  i n  o p t i c a l  
f i l t e r i n g  ( c h a p t e r  t w o ) ,  and  t h e  same p r o p e r t i e s  h o l d .  
S p e c i f i c a l l y ,  t h e  m a t c h e d  f i l t e r  i s  v e r y  s e n s i t i v e  t o  
r o t a t i o n s  o f  t h e  i m a g e ,  p r e c l u d i n g  i t s  u s e  w i t h o u t  
s p a t i a l  p r e p r o c e s s i n g ,  b u t  i s  c o m p l e t e l y  i n s e n s i t i v e  t o  
t r a n s l a t i o n a l  m o t i o n  i n  t h e  i m a g e  s p a c e .  E x a m p l e s  o f  
t w o - d i m e n s i o n a l  m a t c h e d  f i l t e r i n g  i n  t h i s  c o n t e x t  a r e  
g i v e n  i n  c h a p t e r  t h r e e .
1 . 4 . 2  IMAGE DATA EXTRACTI ON
By c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  p r o b l e m  o f  c h a r a c t e r  r e c o g ­
n i t i o n ,  d a t a  e x t r a c t i o n  o r  i m a g e  e v a l u a t i o n  i s  a m o r e  
n e b u l o u s  t e r m  c o v e r i n g  a l l  a s p e c t s  o f  t h e  q u a n t i t a t i v e  
a n a l y s i s  o f  s u c h  i m a g e  p a r a m e t e r s  as  t e x t u r e ,  b r i g h t n e s s ,  
g r a d i e n t s ,  g r a n u l a r i t y ,  t o n e  and  c o l o u r  f i d e l i t y .  A g a i n ,  
m e a s u r e m e n t s  o f  s u c h  p a r a m e t e r s  c a n  t y p i c a l l y  be made 
u s i n g  a w i d e  v a r i e t y  o f  s p a t i a l ,  s t a t i s t i c a l  and  t r a n s ­
f o r m  m e t h o d s  and  we w i l l  c o n c e r n  o u r s e l v e s  p r i m a r i l y  
w i t h  t h e  u s e s  t o  w h i c h  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  may 
be p u t .
The  f i r s t  t e c h n i q u e  w h i c h  h a s  b e e n  f r e q u e n t l y  u s e d  
i n  i n t u i t i v e  f a s h i o n  i n  t h e  s p a t i a l  d o m a i n  i s  k n o wn  as
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s i g n a t u r e  a n a l y s i s .  The o b j e c t i v e s  o f  t h i s  t e c h n i q u e  
a r e  t o  d i f f e r e n t i a t e  b e t w e e n  d i f f e r e n t  i m a g e s  o f  s i m i l a r  
o b j e c t s  i n  t e r m s  o f  a b n o r m a l  o r  u n u s u a l  c o n d i t i o n s ,  o r  
t o  d i s c r i m i n a t e  b e t w e e n  a r e a s  o f  d i f f e r e n t  t e x t u r e  o r  
t o n a l  v a r i a t i o n s .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  b y  t h e  u s e  o f  
s u m m a t i o n s  o f  l i n e s  o f  t h e  s a m p l e d  i m a g e  w h i c h  may be 
t a k e n  a t  v a r i o u s  o r i e n t a t i o n s  w i t h  v a r y i n g  n u m b e r s  o f  
s a m p l e s  i n  s p e c i f i c  a r e a s  o f  t h e  i m a g e  a c c o r d i n g  t o  t h e  
n a t u r e  o f  t h e  d a t a  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n .  By s u i t a b l e  
s e l e c t i o n  i n  t h i s  w a y ,  a s u r p r i s i n g  q u a n t i t y  o f  i n f o r m ­
a t i o n  may be g a t h e r e d  f o r  a r e l a t i v e l y  s i m p l e  t e c h n i q u e ,  
e s p e c i a l l y  w h e r e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  i m a g e s  
a r e  t o  be d e t e c t e d .  I n  a d d i t i o n ,  a n a l y s i s  o f  f u n c t i o n s  
s u c h  as  t h e  d e n s i t y  h i s t o g r a m  o f  a s e l e c t e d  a r e a  o f  
i m a g e  g i v e s  i n t e r e s t i n g  i n f o r m a t i o n  a b o u t  s u c h  p a r a ­
m e t e r s  as  t o n a l  v a r i a t i o n  a n d  d y n a m i c  r a n g e .  A g o o d  
e x a m p l e  o f  t h i s  t e c h n i q u e  i s  g i v e n  by  K r u g e r  and  S t e i n  
( 8 8 ) ,  who u s e  s t a t i s t i c a l  p a r a m e t e r s  m e a s u r e d  f r o m  
s p a t i a l  s i g n a t u r e s  t o  d e t e c t  a s y m m e t r i e s  i n  c h e s t  t h e r m ­
o g r a m s  i n d i c a t i v e  o f  b r e a s t  c a r c i n o m a ,  w i t h  s u c c e s s f u l  
r e s u l t s .
I n  a s i m i l a r  w a y ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  u s e  t h e  s p e c t r a l
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  an a r e a  o f  i m a g e  t o  d e t e r m i n e  f a c t o r s
l i k e  t h e  t e x t u r e  o r  g r a n u l a r i t y ,  b r i g h t n e s s  l e v e l s ,  
a n g u l a r  f e a t u r e s  a nd  r e l a t i v e  s i z e s  o f  o b j e c t s .  Two
f i e l d s  o f  r e s e a r c h  w h e r e  t h i s  c o u l d  be a u s e f u l  t e c h n i q u e
a r e  c r o p  and  t e r r a i n  i d e n t i f i c a t i o n  f r o m  r e m o t e l y - s e n s e d
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d a t a ,  a n d  c l o u d  c h a r a c t e r i s a t i o n  f r o m  s a t e l l i t e  p i c t u r e s  
f o r  m e t e o r o l o g i c a l  p u r p o s e s .  As an e x a m p l e ,  a d e s c r i p t i o n  
o f  t e x t u r e  a n a l y s i s  u s i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  h a s  b e e n  
g i v e n  b y  M a u r e r  ( 8 9 ) .  R e m o t e l y - s e n s e d  d a t a  p e r t a i n i n g  
t o  a g r i c u l t u r a l  l a n d  u s e  was  u s e d  t o  g i v e  m e a s u r e s  o f  
t e x t u r e  f o r  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  c r o p ,  r e s u l t i n g  i n  a 
t e c h n i q u e  f o r  r e m o t e  c r o p  r e c o g n i t i o n .
Two i m p o r t a n t  p a r a m e t e r s  i n  r a i n f a l l  e s t i m a t i o n  a r e  
t h e  b r i g h t n e s s  and  g r a n u l a r i t y  o f  c l o u d  c o v e r  as  s e e n  
f r o m  an a c t i v e l y - s e n s i n g  s a t e l l i t e  s u c h  as  t h e  E55A and  
NOAA s e r i e s  o f  w e a t h e r  s a t e l l i t e s .  I t  h a s  b e e n  s h o wn  ( 3 9 )  
t h a t  t h e s e  f a c t o r s  a r e  i m p o r t a n t  i n  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  
c l o u d  t y p e s ,  and  t h e  s p e c t r a l  s i g n a t u r e  a p p r o a c h  l e n d s  
i t s e l f  a d m i r a b l y  t o  t h i s  a n a l y s i s .  S p e c t r a l  s i g n a t u r e s  
m i g h t  t h e n  be a n a l y s e d  i n  t e r m s  o f  f a c t o r s  l i k e  e n e r g i e s  
f a l l i n g  w i t h i n  a n n u l a r  a r e a s ,  o r  w i t h i n  n a r r o w  s e c t o r s  
t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  a s y m m e t r i c  t e n d e n c i e s  i n  t h e  s p e c t r u m .
An o p t i c a l  m e t h o d  o f  p r o d u c i n g  and  a n a l y s i n g  
s p e c t r a l  s i g n a t u r e s  f o r  l a r g e r  a r e a s  o f  i m a g e ,  g i v i n g
a m o r e  g l o b a l  e s t i m a t e  o f  i m a g e  p r o p e r t i e s ,  h a s  b e e n  
d e s c r i b e d  by  K r u g e r  ( 9 0 ) .  A c o h e r e n t  l i g h t  s y s t e m  u s i n g  
a h e l i u m - n e o n  l a s e r  i s  e m p l o y e d ;  c o l l i m a t e d  l i g h t  f r o m  t  h i s  
s o u r c e  i s  t h e n  p a s s e d  t h r o u g h  t h e  a r e a  o f  f i l m  u n d e r  a n a l y ­
s i s ,  and  t h e  r e s u l t a n t  p o w e r  s p e c t r u m  p r o d u c e d  by a l e n s  i s
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p r o j e c t e d  on t o  a d e t e c t o r .  By u s i n g  a n n u l a r  and  s e c t o r  
( w e d g e )  m a s k s  i n  t h e  t r a n s f o r m  p l a n e ,  m e a s u r e s  o f  e n e r ­
g i e s  i n  v a r i o u s  a r e a s  o f  t h e  s p e c t r u m  a r e  o b t a i n e d  and 
u s e d  as  g l o b a l  i n d i c a t o r s  o f  i m a g e  t e x t u r e .  T h e s e  
f o r m e d  p a r t  o f  an a n a l y s i s  d e s i g n e d  t o  d e t e c t  p n e u m o c o n ­
i o s i s  ( b l a c k  l u n g  d i s e a s e )  f r o m  c h e s t  X - r a y s  o f  c o a l ­
m i n e r s  .
A d i f f e r e n t  u s e  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s ­
f o r m s  i n  i m a g e  a n a l y s i s  i s  p r e s e n t e d  b y  A n d r e w s  ( 4 2 ) .
The  p o s s i b l e  r e a s o n s  f o r  s t r o n g  e n e r g y  c o m p o n e n t s  p a r a ­
l l e l  t o  t h e  h o r i z o n t a l  an d  v e r t i c a l  s p e c t r a l  a x e s  a r e  
r e v i e w e d .  The  t r a n s f o r m  p l a n e  i s  s h o w n  t o  be e x t r e m e l y  
u s e f u l  i n  d e t e c t i n g  s u b t l e  f a u l t s  i n  t h e  s c a n n e r ,  w h i c h  
w o u l d  u n d e r  no  c i r c u m s t a n c e s  h a v e  b e e n  d e t e c t e d  i n  t h e  
d i g i t i s e d  i m a g e ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  m o r e  o b v i o u s  r e a s o n s  
o f  s t r o n g  an d  p e r f e c t l y  a l i g n e d  i m a g e  f e a t u r e s  and  i m a g e  
b o u n d a r y  e n e r g y  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  n a t u r e  
o f  t h e  d i s c r e t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m .  T h i s  p a r t i c u l a r  
a p p l i c a t i o n  i s  a l s o  an e x t r e m e l y  g o o d  e x a m p l e  o f  t h e  use 
o f  a s i m p l e  o p e r a t i o n ,  n a m e l y  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  a t w o -  
d i m e n s i o n a l  p o w e r  s p e c t r u m ,  t o  a c h i e v e  a v e r y  u s e f u l  
e n d - p r o d u c t ;  i t  i s  t h i s  t y p e  o f  a n a l y s i s  t o  w h i c h  t h e  
s m a l l  c o m p u t e r  i s  i d e a l l y  s u i t e d .
A n o t h e r  i n t e r e s t i n g  u s e  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
F o u r l e r  t r a n s f o r m  i n  d e f e c t  d e t e c t i o n  h a s  b e e n  d e s c r i b e d  
b y  W i l l  a nd  P e n n i n g t o n  ( 9 1 ) ;  d e t e c t i o n  o f  f a u l t s  i n  
s e m i c o n d u c t o r  s l i c e s  u s e d  i n  t h e  m a n u f a c t u r e  o f
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i n t e g r a t e d  c i r c u i t s  i s  c a r r i e d  o u t  by  e l e c t r i c a l  t e s t s  
f o l l o w e d  by  v i s u a l  e x a m i n a t i o n .  S i n c e  t h e  s l i c e s  h a v e  
a p e r i o d i c ,  g r i d - l i k e  s t r u c t u r e ,  f a u l t s  u s u a l l y  a p p e a r  
as  i r r e g u l a r i t i e s  w i t h i n  t h e  s t r u c t u r e ;  t h e  s p e c t r u m  
r e s u l t i n g  f r o m  s u c h  a p a t t e r n  c a n  be e a s i l y  s e e n ,  f r o m  
o n e - d i m e n s i o n a l  a n a l o g y ,  t o  a p p r o x i m a t e  an a r r a y  o f  d e l t a  
f u n c t i o n s  c o n v o l v e d  w i t h  t h e  5 i n ( x ) / x  f u n c t i o n  r e s u l t i n g  
f r o m  t h e  g r i d  s q u a r e s .  I f  t h e s e  d e l t a  f u n c t i o n s  a r e  
t h e n  b l o c k e d  o f f  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  a n y  r e m a i n i n g  
s p e c t r a l  e n e r g y  w i l l  be  d u e  p r e d o m i n a n t l y  t o  d e f e c t s .  
B e c a u s e  t h e  e x a c t  p o s i t i o n  o f  t h e  d e l t a  f u n c t i o n s  a r e  
n o t  k n o wn  i n  a d v a n c e ,  a f i l t e r  o f  t h e  f o r m :
H ( u , v ) = | g ( u , v )1 ( 1 . 3 6 )
w h e r e  G ( u , V ) = ^ | g  ( X , y ( g  ( x  , y ) i s  t h e  i n p u t  i m a g e )
was  p r o p o s e d ,  as i t  h a s  t h e  e f f e c t  o f  a t t e n u a t i n g  t h e
s p e c t r a l  e n e r g y  d ue  t o  p e r i o d i c i t y  w i t h o u t  a t t e n u a t i n g  
t h e  s p e c t r u m  i n  o t h e r  a r e a s .  The  r e s u l t i n g  o u t p u t  w o u l d  
t h e n  b e :
f ( x , y )  = ' ^ ^ ^ G ( u , v ) / | G ( u , v ) | |  ( 1 . 3 7 )
I n  f a c t ,  t h e  o p e r a t i o n  i s  a f o r m  o f  i n v e r s e  f i l t e r ­
i n g  ( s e c t . 1 . 2 . 1 ) d e s i g n e d  s u b s t a n t i a l l y  t o  e n h a n c e  
a p e r i o d i c  f e a t u r e s .  I t  i s  e q u i v a l e n t  t o  e n h a n c e m e n t  o f  
p h a s e  i r r e g u l a r i t i e s  i n  t h e  s p e c t r u m ,  s i n c e
G ( u , v ) ^ | G ( u , v ) [ = e x p ^ j ^ ( j u , v ) |  ( 1 . 3 8 )
w h e r e  * ) i s  t h e  p h a s e  f u n c t i o n  o f  t h e  s p e c t r u m .
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A d i g i t a l  s i m u l a t i o n  o f  t h i s  f i l t e r  was  d e s c r i b e d  
and  an o p t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  u s i n g  a s i m i l a r  f i l t e r  
c h a r a c t e r i s t i c  was  s h o wn  t o  g i v e  g o o d  r e c o g n i t i o n  o f  
d e f e c t s .  P r o v i d e d  t h e  f i l m  u s e d  t o  s t o r e  t h e  f i l t e r  
c h a r a c t e r i s t i c  i n  s i t u  was  r e p l a c e d ,  a f t e r  d e v e l o p m e n t ,  
i n  e x a c t l y  t h e  same p o s i t i o n ,  t h e  t e c h n i q u e  had  t h e  
n o v e l  f e a t u r e  o f  c o m p l e t e  i n s e n s i t i v i t y  t o  o b j e c t  
r o t a t i o n s ,  u s u a l l y  t h e  m a i n  p r o b l e m  i n  F o u r i e r  t r a n s f o r m  
t e m p l a t e  m a t c h i n g .
I n  c o n c l u s i o n ,  i t  i s  w o r t h  n o t i n g  t h a t  n e a r l y  a l l  
a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  
t o  i m a g e  r e c o g n i t i o n  and a n a l y s i s  s h o w i m p r o v e d  r e s u l t s  
when  s u i t a b l e  p r e p r o c e s s i n g  o p e r a t i o n s  a r e  c a r r i e d  o u t  
on t h e  i m a g e  p r i o r  t o  a n a l y s i s .  M o s t  f r e q u e n t l y  u s e d  
a r e  t h e  s i m p l e ,  s p a t i a l  p r o c e s s  s u c h  as  i m a g e  b i n a r i s -  
a t i o n ,  h i s t o g r a m  n o r m a l i s a t i o n  and  n o i s e  c l i p p i n g ,  d e s ­
c r i b e d  i n  s e c t . 1 . 2 . 4  o f  t h i s  c h a p t e r .
P a t t e r n  r e c o g n i t i o n  i s  o n e  a r e a  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  
w h e r e  t h e  u s e  o f  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  h as  so f a r  
had  l i t t l e  i m p a c t .  T h i s  i s  du e  p a r t l y  t o  t h e  i n t r a c t a  b le , 
s u b j e c t i v e  n a t u r e  o f  many  o f  t h e  r e c o g n i t i o n  p r o b l e m s ,  
and  p a r t l y  t o  t h e  i n f l e x i b i l i t y  o f  t h e  a u t o m a t e d ,  m a t h ­
e m a t i c a l  a p p r o a c h  t o  w h a t  i s  v e r y  much  a human d i s c i p l i n e .  
H o w e v e r ,  t h e i r  e f f e c t i v e n e s s  i n  some s p e c i a l i s e d  t a s k s  
h a s  b e e n  p r o v e d ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  a r e a  o f  s e l e c t i o n  o f  
m i n i m u m  d i m e n s i o n a l i t y  f e a t u r e  s p a c e s  w i t h  ma x i mu m 
s i g n i f i c a n c e  o f  f e a t u r e s .
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CHAPTER 2
ORTHOGONAL TRANSFORMATI ONS I N IMAGE PROCESSI NG
2 .  1 I NTRODUCTI ON
I n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  a w i d e  r a n g e  o f  t w o - d i m e n s ­
i o n a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  p r o b l e m s  was  d e s c r i b e d .  To a 
l a r g e  e x t e n t ,  t h e s e  p r o b l e m s  u t i l i s e d  a c o n v e n t i o n a l  
l i n e a r  s y s t e m s  a p p r o a c h  t o  t h e i r  p o s s i b l e  s o l u t i o n s ,  by  
v i r t u e  o f  o p t i c a l  p r o c e s s i n g  u s i n g  c o h e r e n t  l i g h t  s o u r c e s  
S u c h  p r o c e s s e s  c a n  be e q u a l l y  m o d e l l e d  i n  t h e  d i g i t a l  
c o m p u t e r ,  s i n c e  l i n e a r  s y s t e m s  c a n  e a s i l y  be s i m u l a t e d  
u s i n g  c o n v o l u t i o n ,  s u p e r p o s i t i o n ,  F o u r i e r  s e r i e s  and 
o t h e r  o f  t h e i r  p r o p e r t i e s .  F u r t h e r m o r e ,  o p t i c a l  p r o b l e m s  
o f  d y n a m i c  r a n g e ,  s t o r a g e  a n d  n o i s e  a r e  o v e r c o m e  b y  t h e  
s i m p l e  e x p e d i e n t  o f  f l o a t i n g  p o i n t  a r i t h m e t i c ,  as has  
a l r e a d y  b e e n  i n d i c a t e d  ( 1 . 1 ) .  A m a j o r  i m p e t u s  i n  t w o -  
d i m e n s i o n a l  d i g i t a l  p r o c e s s i n g  h a s  b e e n  p r o v i d e d  b y  f a s t  
a l g o r i t h m s  f o r  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n .  S i n c e  t h e  
F o u r i e r  h a r m o n i c  t e c h n i q u e  c a n  be u s e d  t o  s o l v e  l i n e a r  
s y s t e m s  e q u a t i o n s  r e s u l t i n g  f r o m  t r a n s f e r  f u n c t i o n s ,  i t  
b e c o m e s  i m p o r t a n t  t o  s t u d y  and  d e v e l o p  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  
d i g i t a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a p p r o a c h  t o  s y s t e m s  a n a l y s i s .
I n  o r d e r  t o  u s e  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  
s u c c e s s f u l l y  i n  a d i g i t a l  e n v i r o n m e n t ,  i t  i s  i m p o r t a n t  
t h a t  a t h o r o u g h  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  t h e o r y  and  p h y s i c a l  
n a t u r e  o f  t h e  o r t h o g o n a l  d e c o m p o s i t i o n  o f  s i g n a l s  i n t o  
s e t s  o f  c o m p l e x  e x p o n e n t i a l  w a v e f o r m s  i s  a c h i e v e d .  To
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t h i s  e n d ,  t h i s  c h a p t e r  s e e k s  t  o f a m i l i a r i s e  t h e  r e a d e r  
w i t h  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s ,  u s i n g  o p t i c a l  t h e o r y  
f o r  t h e  c o n t i n u o u s  c a s e ,  and  m o r e  i m p o r t a n t l y ,  f r o m  t h e  
t w i n  s t a n d p o i n t s  o f  t h e  f i n i t e  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  and 
t h e  o r t h o g o n a l  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  d i s c r e t e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m .
Th e  t w o - d i m e n s i o n a l  c o n t i n u o u s  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  
s h o w n  t o  be a s t r a i g h t f o r w a r d  e x t e n s i o n  o f  t h e  o n e - d i m e n s ­
i o n a l  t r a n s f o r m ,  and  i t s  p r o p e r t i e s  a r e  r e v i e w e d ,  w i t h  a 
s h o r t  p i c t o r i a l  d i c t i o n a r y  t o  g i v e  p h y s i c a l  m e a n i n g  t o  
t h e  d e c o m p o s i t i o n s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m  i s  
b r i e f l y  d e s c r i b e d  b e c a u s e  o f  i t s  r e l e v a n c e  t o  c i r c u l a r l y -  
s y m m e t r i c  ( i s o t r o p i c )  f u n c t i o n s .  The  o p t i c a l  f o r m a t i o n  o f  
F o u r i e r  s p e c t r a  i s  d e v e l o p e d  b y  a l i n e a r  s y s t e m s  a p p r o a c h  
t o  c l a s s i c a l  d i f f r a c t i o n  t h e o r y ,  and  i t s  a p p l i c a t i o n s  t o  
f i l t e r i n g  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  d a t a  a r e  b r i e f l y  d e s c r i b e d .  
F o l l o w i n g  t h i s ,  t h e  d i s c r e t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  d e s ­
c r i b e d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  d i g i t a l  s p a t i a l  f r e q u e n c y  
p l a n e ,  w i t h  a v i e w  t o  g i v i n g  a p h y s i c a l  i n s i g h t  i n t o  t h e  
n a t u r e  o f  t h e  F o u r i e r  d e c o m p o s i t i o n  o f  d i c r e t e  t w o - d i m e n s ­
i o n a l  s i g n a l s .  The d i s c r e t e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  
by  a f i n i t e  t w o - d i m e n s i o n a l  s u m m a t i o n ,  b u t  f o r  c o m p u t e r  
i m p l e m e n t a t i o n  a m a t r i x  n o t a t i o n  i s  m o r e  c o n v e n i e n t ;  t h e  
t w o  n o t a t i o n s  a r e  e a s i l y  s h o w n  t o  be e q u i v a l e n t ,  t h e  m a t ­
r i x  f o r m u l a t i o n  p r o v i d i n g  a d d i t i o n a l  i n s i g h t  i n t o  t h e  
p r o c e s s  o f  s p e c t r a l  r e c o n s t i t u t i o n  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  d a t a  
F i n a l l y ,  t h e  m a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n  s h o w s  t h a t  t h e r e  i s  an 
i n f i n i t e  n u m b e r  o f  p o s s i b l e  o r t h o g o n a l  d e c o m p o s i t i o n s ,
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and t h e  m o s t  p o p u l a r  o f  t h e s e  a r e  d e s c r i b e d  w i t h  t h e  
e m p h a s i s  on t h e i r  p h y s i c a l  e f f e c t s ,  and  w i t h  r e f e r e n c e  t o  
some a p p l i c a t i o n s ,  as  d e s c r i b e d  i n  s e c t .  1 . 3 .
The  o v e r a l l  o b j e c t i v e  i s  t o  p r o v i d e  t h e  i n s i g h t  n e c ­
e s s a r y  t o  a p p r e c i a t e  t h e  p r o b l e m s  o f  c o m p u t i n g  t w o - d i m e n S '  
i o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  as  f a r  as s m a l l  c o m p u t e r s  a r e  c o n ­
c e r n e d .  T h e s e  p r o b l e m s  a r e  t h e n  c o n s i d e r e d  i n  d e t a i l  i n  
C h a p t e r  3 .
2 . 2  THE T WO- DI MENSI ONAL  FOURI ER TRANSFORM
The c o n t i n u o u s  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  
t h e  b a s i s  o f  c o h e r e n t  o p t i c a l  p r o c e s s i n g  s i n c e  t h e  f a r -  
f i e l d  o r  F r a u n h o f e r  d i f f r a c t i o n  p a t t e r n  o f  an a p e r t u r e  i s  
d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  F o u r i e r  p o w e r  s p e c t r u m  o f  t h e  
a p e r t u r e  ( 2 . 3 . 1 ) .  The  d e r i v a t i o n  an d  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a r e  h e r e  d e s c r i b e d  as  
t h e  f o u n d a t i o n  o f  b o t h  o p t i c a l  and  d i g i t a l  p r o c e s s i n g  o f  
i m a g e s .  T he  F o u r i e r  t r a n s f o r m  h as  b e e n  h i s t o r i c a l l y  
p o p u l a r  b e c a u s e  o f  t h e  i n t u i t i v e  e f f e c t s  o f  d e c o m p o s i t i o n  
i n t o  s i n u s o i d a l  c o m p o n e n t s ;  t h i s  h a s  d i r e c t  i m p o r t a n c e  i n  
f i e l d s  s u c h  as  m e c h a n i c a l  and  e l e c t r i c a l  e n g i n e e r i n g ,  
o p t i c s ,  c r y s t a l l o g r a p h y ,  and  i n  c o n v e n t i o n a l  d i g i t a l  
f i l t e r i n g  o f  s i g n a l s .  I n  f a c t ,  t h e  F o u r i e r  k e r n e l  p r o v ­
i d e s  t h e  e i g e n v e c t o r  s o l u t i o n  t o  l i n e a r  s y s t e m s  e q u a t i o n s  
Some e x a m p l e s  o f  F o u r i e r  s p e c t r a l  d e c o m p o s i t i o n s  a r e  p r o ­
v i d e d  i n  t h e  f o r m  o f  a s h o r t  p i c t o r i a l  d i s p l a y ,  c o m p u t e d  
u s i n g  t e c h n i q u e s  w h i c h  a r e  e v o l v e d  i n  C h a p t e r  3 .
The H a n k e l  t r a n s f o r m  a l s o  f i n d s  a p p l i c a t i o n  i n  i m a g e
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p r o c e s s i n g  b e c a u s e  o f  t h e  n a t u r a l  i s o t r o p i c  s t r u c t u r e  o f  
many  i m a g i n g  s y s t e m s ;  i t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  by  a c a r t e s i a n  t o  p o l a r  c o o r d i n a t e  
t r a n s f o r m a t i o n ,  and  h a s  a k e r n a l  g i v e n  b y  t h e  B e s s e l  
f u n c t i o n  o f  f i r s t  k i n d ,  J ^ . I n  a c o m p l e t e l y  i s o t r o p i c  
s y s t e m ,  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  n o t  
n e c e s s a r y .  I n s t e a d ,  a l l  t h a t  i s  r e q u i r e d  i s  a c o m p u t a t i o n  
o f  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m  o f  t h e  r a d i a l  p r o f i l e .  The  p o l a r  
c o o r d i n a t e s  p r o v e  u s e f u l  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t w o - d i m e n ­
s i o n a l  s p e c t r a l  d o m a i n  f i l t e r s  ( 3 . 3 . 1 ) .
2 . 2 . 1  L OGI CAL  EXTENSI ON FROM THE ON E - D I ME N S I ON A L  
FOURI ER TRANSFORM
The f o r m a l  d e r i v a t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  
i n t e g r a l  c a n  be c a r r i e d  o v e r  w i t h o u t  a n y  e s s e n t i a l  c h a n g e  
f r o m  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  c a s e ;  t h i s  c a s e  i s  u s u a l l y  
d e r i v e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  e f f e c t  on t h e  F o u r i e r  s e r i e s  
f o r m u l a  f o r  a f i n i t e - e x t e n t  f u n c t i o n  ( i . e .  p e r i o d i c  f u n c t i o n  
w i t h  f i n i t e  p e r i o d )  as  t h i s  p e r i o d  t e n d s  t o  i n f i n i t y .  The  
F o u r i e r  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  o f  an o b j e c t  g ( x )  w h i c h  i s  
r e a l  o r  c o m p l e x - v a l u e d  a n d  f i n i t e  i n  e x t e n t  _+ n / 2  i s ;
g ( X ) A ^ e x p  . ( j  27r r  x / n  ) ( 2 . 1 )
, n / 2
w h e r e  A =— J e x p  ( -  j  27r r x ' / m ) . g ( x ' ) dx  ' ( r  = o ,_+1 , j t 2 e t c  )
" ( 2 . 2 )
T h u s ,  f o r  X. ^  ^
n / 2
g ( x ) = ^ 1 / n , r  g ( X ' ) . e x p  f  j  27rr ( x - x  ' ) / n |  dx  ' ( 2 . 3 )
r  - n / 2  J
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I f  t h e  s u b s t i t u t i o n  r / n  = U and  1 / n  = (Tu i s  m a d e ,
g ( x ) = ^  Su J^ g ( x ' ) e x p | j 2 ' 7 r u ^ ( x - x ' ) ' \ d x ’ ( 2 . 4 )
r  - n / 2  L J
When g ( X ) i s  a l l o w e d  t o  b e c o me  i n f i n i t e  i n  e x t e n t  ( i . e .  
) , t  h en : -
oO dO
g ( X ) = j d u j  g ( x ' ) e x p j j 2 T u ( x - x ' ^ ^ d x '
= \  e x p ( j 2 '77" u x ) d M . , \ g ( x ' ) e x p ( - j 27r u x ' ) d x '  ( 2 . 5
—(A
E q .  2 . 5  c a n  be r e s t a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :
I f  G ( u ) = y g ( x ) . e x p ( - j 2 - ^ u x ) d x  ( 2 . 6 a )
—<A
Then g ( x ) = j G ( u ) . e x p ( j 2 7 T u x ) d u  ( 2 . 6 b )
-A
E q n s .  2 . 6 ( a )  and  ( b )  a r e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  p a i r  f o r  
a c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  g ( x ) .  The  t w o - d i m e n s i o n a l  c a s e  i s  
p r o v e d  b y  g e n e r a l i s a t i o n  o f  Eq .  2 . 1  t o  g i v e :
g ( X , y ) =y  ] A e x p  . i j  2 ' ^  ( r x / n + s y / m  ) \  ( r  , s = o ,_+1+2 e t  c )
rT s  L J
( 2 . 7 )
w h e r e  g ( x , y ) i s  b o u n d e d  b y  t h e  r e c t a n g l e  x =_+n/ 2  , y =_+m/ 2  
By f o l l o w i n g  t h e  r e a s o n i n g  o f  E q n s . 2 . 2  t o  2 . 5 ,  t h e  r e s u l t
8 1
r
g ( x > y ) = j j e x p ^ j 2 7 r ( u x  + v y ) ^  du dv
X ^ ^ g ( x ’ , y ’ ) e x p | ^ - j 2 7 r ( u x ' + v y ' ) ^ d x ' d y '  ( 2 . 8 )
-<A
i s  a r r i v e d  a t .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  t r a n s f o r m  p a i r :
A
I f  G ( u , v )  = j j g ( x , y ) e x p f - j 2 % r ( u x + v y ^ d x . d y  ( 2 . 9 a )
Then g ( x , y ) = ^  ^G ( u , v ) e x p 2 7“  ( u x + v y )"̂  d u dv  ( 2 . 9 b )
w h i c h  i s  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  and  i n v e r s e ,
w h e r e  g ( x , y ) and  G ( u , v )  a r e  t h e  i m a g e  and  i t s  s p e c t r u m  r e ­
s p e c t i v e l y .  G e n e r a l i s a t i o n  t o  h i g h e r  d i m e n s i o n s  i s p o s s i b l e .  
B r a c e w e l l  ( 92)  q u o t e s  t h e  c a s e  f o r  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
F o u r i e r  t r a n s f o r m ,  f o r  e x a m p l e .  H o w e v e r ,  E q n s . 2 . 9 ( a )  and
( b )  r e p r e s e n t  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a t i o n s  d e s c r i b i n g  t h e  fa r -  
f i e l d  d i f f r a c t i o n  p a t t e r n  i n  o p t i c s , a n d  a r e  t h e  s t a r t i n g  
p o i n t  f o r  o p t i c a l  F o u r i e r  p r o c e s s i n g  ( 2 . 3 . 1 ) .  T h u s  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  h a s  b e e n  s h o wn  t o  be a s i m p l e  
g e n e r a l i s a t i o n  o f  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  i n t e g r a l .
2 . 2 . 2  PROPERTI ES OF THE T WO- DI MENSI ONAL  FOURI ER TRAN5 -  
FORM
T h i s  s e c t i o n  i s  i n t e n d e d  as a b r i e f  r e v i e w  o f  t h e
p r o p e r t i e s  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m ,
w h i c h  a r e  g e n e r a l i s a t i o n s  o f  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  c a s e .
Some s p e c i f i c  e x a m p l e s  a r e  d e p i c t e d  t o  i l l u s t r a t e  t h e
p r o p e r t i e s  and  t h e  a d d i t i o n a l  d e g r e e  o f  f r e e d o m  i n  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  c a s e .
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R e t u r n i n g  t o  e q . 2 . 9 ,  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  may 
be d e t e r m i n e d  b y  i n s p e c t i o n ;
00
( a )  a . g ^ ( x , y ) + b . g 2 ( x , y ) =
X e x p  ^ j 2 7 r ( u x + v y ) ^  d u . d v
«0
( b )  g ( a x , b y )  = | ^ j  * j j G ( u / a , v / b )  . e x p ^ j 2 ' 7 r ( u x + v y ) |  d u . d v
( c )  g ( x - a , y - b )  = JJg ( u , v ) . e x p  ^ j 2i r ( u x + v y ) | . e x p ^ j  ( u a + v b ) | d u . d v
-W»
( d ) 3  ^  '[g ( X , y j] j  = ' ï '|'} [g  ( X , y )]| = g ( x , y )
( e ) ^ | " î [ g ( x , y ^ |  = g ( - x , - y )
( f )  g ( - x , - y ) =  |*J 'g *  ( u , V ) . e x p  2 t t ( u x + v y  )| d u . d v
*“ 0O
A l s o  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  h o l d  f o p  t h e  t w o -  
d i m e n s i o n a l  c a s e .  T h e y  w i l l  n o t  be p r o v e d  h e r e  b u t  t h e i r  
d e r i v a t i o n s  a r e  e n t i r e l y  a n a l o g o u s  t o  t h e  w e l l - k n o w n  
o n e - d i m e n s i o n a l  c a s e s .
( g )  " ï | g ( x , y ) ® h ( x , y ^  = G ( u , v ) . H ( u , v )
( h ) ^  | | J g  (£ ) . g *  ( £ - x  ,»J^-y ) d t  . d»^j = |g ( u , V )j
( i )  ^ J g ( x , y ) . h * ( x , y ) d x , d y =  ^ ^ G ( u . v ) . H * ( u , v ) d u , d v
( j  ) * ï | ^ * g ( x , y ) |  = - ( u ^ + v ^ ) . G ( u , v )
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E q . ( a )  i l l u s t r a t e s  t h e  s u p e r p o s i t i o n  p r o p e r t y  o f  t h e  
t r a n s f o r m .  ( T h e  t r a n s f o r m  o p e r a t i o n  i s  a l i n e a r  p r o c e s s )  
E q . ( b )  i l l u s t r a t e s  t h e  r e c i p r o c a l  s p r e a d i n g  n a t u r e  o f  
t h e  t r a n s f o r m  a nd  e q . ( c )  t h e  s h i f t i n g  t h e o r e m .  The  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  u n i t a r y  a n d  s y m m e t r i c  c o n j u g a t e ,  so  
t h a t  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  t r a n s f o r m a t i o n  and  i n v e r s e  t r a n s ­
f o r m a t i o n  o f  a f u n c t i o n  r e s u l t s  i n  t h e  same f u n c t i o n  w i t h  
e n e r g y  p r e s e r v a t i o n ,  i l l u s t r a t e d  b y  e q . ( d ) .  The  same 
p r o p e r t i e s  e n s u r e  t h a t  t w o  c o n s e c u t i v e  t r a n s f o r m a t i o n s  
r e s u l t  i n  a 1 8 0 °  r o t a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  ( e q . ( e ) ) ,  an d  
t h a t  c o n j u g a t i o n  o f  t h e  s p e c t r u m  a l s o  r e s u l t s  i n  a 1 8 0 °  
r o t a t i o n  ( e q . ( f ) ) .  E q . ( g )  i s  t h e  w e l l - k n o w n  c o n v o l u t i o n  
t h e o r e m ,  w h i l s t  e q . ( h )  i l l u s t r a t e s  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  
e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  s p a t i a l  an d  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e s ,  
i . e .  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  o f  a f u n c t i o n  g ( x , y ) i s  t h e  
i n v e r s e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  o f  g ( x , y )  
E q . ( i )  i s  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  v e r s i o n  o f  P a r s e v a l ' s  
t h e o r e m ,  a g a i n  i l l u s t r a t i n g  t h e  u n i t a r y  n a t u r e  o f  t h e  
t r a n s f o r m .  E q . ( j )  s h o w s  t h a t  t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  
i n  t h e  s p e c t r a l  d o m a i n  h a s  an e q u i v a l e n t  p o l y n o m i n a l  
s u r f a c e  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  a r e s u l t  o f  
i n t e r e s t  i n  m a t c h e d  f i l t e r i n g  a p p l i c a t i o n s  ( 3 . 3 . 3 )
F i g s . 2 . 1  t o  2 . 4  a r e  i n t e n d e d  as  a s h o r t  p i c t o r i a l  
d i c t i o n a r y  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  f u n c t i o n s  an d  t h e i r  s p e c t r a ;  
i t  i s  h o p e d  t h a t  t h e y  w i l l  s e r v e  t o  s h o w t h e  e q u i v a l e n c e  
b e t w e e n  t h e  o n e -  and  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  
a n d  t o  p r o v i d e  a p h y s i c a l  i n d i c a t i o n  o f  t h e  tw o -d im e n s io n a l
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FIG 2-1
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FIG 2.4
t r a n s f o r m  p r o p e r t i e s .  F i n a l l y ,  t h o s e  f u n c t i o n s  s u c h  as 
t h e  g a u s s i o n  c u r v e  o f  f i g . 2 . 4 ( e )  w h i c h  a r e  i s o t r o p i c  c a n  
c l e a r l y  be a n a l y s e d  w i t h  much  g r e a t e r  s i m p l i c i t y  b y  c o n ­
s i d e r i n g  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  r a d i a l  p r o f i l e ,  w h e r e u p o n  the 
H a n k e l  t r a n s f o r m  i s  o f  d i r e c t  r e l e v a n c e .
2 . 2 . 3  THE HANKEL TRANSFORM
I t  has  a l r e a d y  b e e n  n o t e d  t h a t  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  
i s  o n e  o f  an i n f i n i t e  n u m b e r  o f  o r t h o g o n a l  d e c o m p o s i t i o n s  
and  t h a t  i t s  p a r t i c u l a r  a p p e a l  l i e s  i n  i t s  n a t u r a l  a l i g n ­
m e n t  w i t h  l i n e a r  s y s t e m s .  N e v e r t h e l e s s ,  w h e n  t h e  l i n e a r  
s y s t e m  i s  a l s o  i s o t r o p i c ,  t h e  p r o b l e m  may be s i m p l i f i e d  
t o  o n e  d i m e n s i o n ,  and  t h e  e i g e n v e c t o r  s o l u t i o n s  t o  t h e  
s y s t e m s  b e c o me  B e s s e l  f u n c t i o n s .  The  s t u d y  o f  i s o t r o p i c  
s y s t e m s  i s  n a t u r a l  b e c a u s e  o p t i c a l  s y s t e m s  a r e  f r e q u e n t l y  
c o n s t r u c t e d  u s i n g  s y m m e t r i c  c o m p o n e n t s  a n d  l i g h t  s o u r c e s  
u s e d  s how c i r c u l a r  s y m m e t r y .  U n d e r  s u c h  c o n d i t i o n s ,  i t  
i s  s u f f i c i e n t  t o  a n a l y s e  s y s t e m  r e s p o n s e s  i n  t e r m s  o f  
r a d i a l  p r o f i l e s  u s i n g  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m .  The  d e f i n i t i o n
o f  an i s o t r o p i c  f u n c t i o n  i s  h e r e  t a k e n  t o  b e ;
g ( X , y ) =g ' ( ( x ^ + y ^  )  ̂ ) ( 2 . 10a )
a n d  r ^ = X ^ + y ^ Î w ^ = u ^ + V^ ( 2 . 10b)
The  k e r n a l  o f  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m  i s  t h e  z e r o - o r d e r
B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  f i r s t  k i n d ,  J ^ . T h i s  i s  e a s i l y
d e r i v e d  f r o m  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  b y
s u b s t i t u t i o n  o f  e q . 2 . 10 b and  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  e n t i r e  
3 6 0 °  p l a n e .  S u b s t i t u t i n g  f o r  r  and  w i n  e q . 2 . 9  a g i v e s ; -
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G ( w ) = j ^ j ' g ( r ) | ^ e x p ( - j 2 7 r w r . c o s ( © - i 4 ) ) ^ , r  d r d ©  ( 2 . 1 1 )
O O
w h e r e  x + j y = r . e x p ( j 6 ) a n d  u + j v = w . e x p ( j ^ )  ( 2 , 1 2 )
%7T
S i n c e  J ( r  ) = J (e x p ( - j r C o s 0 ) d ô  ( 2 . 1 3 )
°  2TT
i
T h e n  G ( w ) =27T \ g ( r  ) . J ^ ( 2 -TT w r  ) r  d r  ( 2 . 1 4 )
The  H a n k e l  t r a n s f o r m  i s  i t s  own i n v e r s e  and  c o n s e q u e n t l y ,  
G ( w ) = 27 r ^ g ( r ) . J ^ ( 2 '7T w r ) r  d r  ( 2 . 1 5 a )
o
a n d  g ( r  ) =2 77" ^  G ( w ) . J ^ ( 2 w r  ) * '  ̂ ( 2 . 1 5 b )
d e f i n e  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m  p a i r .  S i n c e  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  a g e n e r a l i s a t i o n  o f  t h e  H a n k e l  
t r a n s f o r m ,  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m  a r e  
s i m i l a r ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h o s e  w h i c h  a r e  u n d e f i n e d  
s u c h  as  t h e  s h i f t i n g  t h e o r e m .  W h i l s t  i n  g e n e r a l ,  i m a g e s  
do n o t  e x h i b i t  a n y  c i r c u l a r  s y m m e t r y ,  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m  
f i n d s  a p p l i c a t i o n  i n  t h e  d e s i g n  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  f i l t e r s  
w h e r e  an i m p u l s e  r e s p o n s e  i s  a v a i l a b l e , a n d  i n  t h e  a n a l y s i s  
o f  i s o t r o p i c  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  i n  an i m a g i n g  s y s t e m .
W i t h  a k n o w l e d g e  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s ­
f o r m s ,  i t  i s  now u s e f u l  t o  c o n s i d e r  t h e  s i m p l e  o p t i c a l  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m  and  b r i e f l y  d e s c r i b e  
o p t i c a l  l i n e a r  f i l t e r i n g  as  an i n t r o d u c t i o n  t o  t h e  d i g i t a l  
p r o c e s s i n g  o f  i m a g e s .
2 . 3 OPT I CA L  FOURI ER TRANSFORMATI ON
U s i n g  c o h e r e n t  l i g h t  s o u r c e s ,  i t  i s  comp a r a t i v e l y  
s i m p l e  t o  p e r f o r m  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o p e r a t i o n  o p t i c ­
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a l l y  w i t h  s u i t a b l e  l e n s  s y s t e m s .  O p t i c a l  t r a n s f o r m a t i o n s  
h a v e  t h e  a d v a n t a g e  o f  p a r e l l e l  p r o c e s s i n g  and  v i r t u a l l y  
i n s t a n t a n e o u s  r e s u l t s ,  b u t  a m a j o r  d i f f i c u l t y  i s  t h a t  
p h a s e  a nd  i n t e n s i t y  v a r i a t i o n s  n e c e s s a r y  t o  r e a l i z e  c o m ­
p l e x  s p a t i a l  f i l t e r s  c a n n o t  e a s i l y  be s t o r e d  p e r m a n e n t l y .
A l i s t  o f  t h e  r e l a t i v e  m e r i t s  o f  o p t i c a l  and  d i g i t a l  p r o ­
c e s s i n g  i s  t o  be f o u n d  i n  s e c t . 1 . 1 . F o u r i e r  t r a n s f o r m s  
a r e  d i r e c t l y  a p p l i c a b l e  t o  o p t i c a l  p r o c e s s i n g  b e c a u s e  i t  
t u r n s  o u t  t h a t  d i f f r a c t i o n  p a t t e r n s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  
p a s s a g e  o f  l i g h t  t h r o u g h  an a p e r t u r e  c a n  be r e l a t e d  t o  
e i t h e r  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  a p e r t u r e  o r  t h e  c o n v o l u t i o n  
w i t h  t h e  a p e r t u r e ,  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  
s y s t e m .
T he  d e r i v a t i o n  o f  t h e s e  t w o  r e s u l t s  i s  o u t l i n e d  i n  
t h e  n e x t  s e c t i o n ,  and  i s  f o l l o w e d  b y  a b r i e f  d e s c r i p t i o n  
o f  t h e  p r o c e s s  o f  l i n e a r  f i l t e r i n g  u s i n g  o p t i c a l  t e c h ­
n i q u e s .  F i n a l l y ,  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  m a t c h e d  f i l t e r  i s  
d e s c r i b e d  as  a m e t h o d  o f  e v a l u a t i n g  i m a g e  q u a l i t y  and  
d e t e c t i o n  o f  s i m i l a r  i m a g e s .  The  p u r p o s e  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  
o f  s i m p l e  o p t i c a l  F o u r i e r  p r o c e s s i n g  i s  t o  p l a c e  t h e  i m ­
p l e m e n t a t i o n  o f  d i g i t a l  a n a l o g i e s  i n  p e r s p e c t i v e  by  
p r o v i d i n g  t h e  b a c k g r o u n d  t o  t h e  g r o w t h  o f  d i g i t a l  i m a g e  
p r o c e s s i n g  i n  an  h i s t o r i c a l  s e n s e .  F r o m t h i s  p o i n t ,  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  d i s c u s s  t h e  f o u n d a t i o n  o f  d i g i t a l  i m a g e  p r o ­
c e s s i n g  and  l e a d  up t o  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  i m a g e  m a t r i c e s  
on s m a l l  c o m p u t e r s  w h i l s t  r e t a i n i n g  a s e n s e  o f  t h e  u n d e r ­
l y i n g  r e a s o n s  f o r  u s i n g  a d i g i t a l  a p p r o a c h .
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2 . 3 . 1  THE FOURI ER TRANSFORM I N OPTI CS
I n  o r d e r  t o  u n d e r s t a n d  wh y  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  p l a y  
an i m p o r t a n t  r o l e  i n  o p t i c a l  p r o c e s s i n g  o f  i m a g e s ,  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  d e s c r i b e  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  an a p e r t u r e  
and  t h e  p a t t e r n  g e n e r a t e d  b y  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a l i g h t  
wa v e  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  a p e r t u r e .  I t  i s  n o t  i n t e n d e d  t o  
d e a l  e x h a u s t i v e l y  w i t h  d i f f r a c t i o n  t h e o r y ,  b u t  t o  s h o w a 
s i m p l e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  n e a r  f i e l d ,  o r  F r e s n e l ,  d i f f ­
r a c t i o n  p a t t e r n  and  t h e  f a r  f i e l d ,  o r  F r a u n h o f e r  p a t t e r n  
g e n e r a t e d  b y  an i n p u t  a p e r t u r e .  T h i s  d e r i v a t i o n  i s  b a s e d  
on t h e  R a y l e i g h - S o m m e r f i e l d  m o d e l  f o r  c o h e r e n t  i l l u m i n ­
a t i o n  and  a s s u m e s  t h e  s c a l a r  t h e o r y  o f  l i g h t  ( i . e .  no 
c o u p l i n g  o f  t h e  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  l i g h t  f i e l d s )  w h i c h  
l i m i t s  t h e  d i s c u s s i o n  t o  a p e r t u r e s  w h i c h  a r e  l a r g e  by  
c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  i l l u m i n a t i n g  w a v e l e n g t h .  The  d e r i ­
v a t i o n  i s  d e s c r i b e d  b y  Go o d ma n  ( 8 ) and  i s  r e p e a t e d  h e r e ,  
s t a r t i n g  f r o m  t h e  H u y g e n s '  F r e s n e l  p r i n c i p l e  (8  pg 4 2 ) .
T a k i n g  an a r b i t r a r y  a p e r t u r e  o f  a r e a  A i l l u m i n a t e d
w i t h  c o h e r e n t  l i g h t ,  t h e  p r i n c i p l e  s t a t e s  t h a t  t h e  f i e l d
a t  a p o i n t  P ^ i n  an o b s e r v i n g  p l a n e  s p a c e d  a d i s t a n c e  z
f r o m  t h e  a p e r t u r e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  i n t e g r a l  o f  t h e
f i e l d  a t  a n y  p o i n t  P ^ i n  t h e  a p e r t u r e  m u l t i p l i e d  b y  a
p h a s e  f a c t o r  and  c o m p e n s a t e d  b y  t h e  a n g u l a r  v a r i a t i o n  o f
PgPg f r o m  t h e  a x i s .  The  p h a s e  ( a n d  a n g u l a r  v a r i a t i o n )
a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  d i s t a n c e  d b e t w e e n  P and  P . Thea o
e q u a t i o n  i s :
F ( P  ) =  ^
J X
^ ^ ^ ° ^ e x p ( . i 2 ~ F  d / X ) C o s ( c < ) d A  ( 2 . 1 6 )
8 8 n  a n l  Jl  .
and  r e l a t e s  t o  t h e  g e o m e t r y  o f  f i g . 2 . 5 .  H o w e v e r ,  t h e  
f a c t o r  Co s (  oC ) c a n  be a s s u m e d  t o  be u n i t y  when  z i s  
l a r g e  b y  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  a p e r t u r e  
and  t h e  a r e a  o f  t h e  o b s e r v i n g  p l a n e  w h e r e  t h e  d i f f r a c t i o n  
p a t t e r n  i s  o f  s i g n i f i c a n t  m a g n i t u d e  ( i . e .  d — z ).  S e c o n d l y ,  
t h e  d i s t a n c e  d c a n  be r e l a t e d  t o  z ( a p p r o x i m a t e l y )  by  
b i n o m i a l  e x p a n s i o n  u n d e r  t h e  same c i r c u m s t a n c e s ,  t h u s : -
= +   ( 2 . 1 7 )
R e t a i n i n g  t h e  f i r s t  t w o  p o w e r s  o f  t h e  e x p a n s i o n  and  
s u b s t i t u t i n g  i n  e q . 2 . 1 6  g i v e s :
e x p
j 2 t  r  ( x  - X  ) 2  ( Y o ' f a )  
z ( 1 +----------^  + dA
k ( 2 . 1 8 )
H o w e v e r ,  e q . 2 . 1 8 ,  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  n e a r  f i e l d  
d i f f r a c t i o n  p a t t e r n  i s  a c o n v o l u t i o n  o f  F ( P g )  w i t h  t h e
p h a s e  t  e rm
ex p
a n d  c a n  be e x p a n d e d  i n  t e r m s  o f  t h e  p o u r i e r  t r a n s f o r m  as
X . ^ [ F ( P J . e x p [ ^ ( x / . v / )
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point in image
point in aperture 
plane
\ v ~~hormal beam  
P  h'
aperture



















F I G .  2 . 7 :  Optical  l inear  f i l ter ing
Th e  F r a u n h o f e r ,  o r  f a r  f i e l d  p a t t e r n  c a n  be d e r i v e d  f r o m  
t h i s  when  ^ s o t h a t  t h e  l a s t  p h a s e  t e r m
i n  e q . 2 . 1 9  t e n d s  t o  z e r o ,  l e a d i n g  t o :
( 2 . 2 0 )
E x a m i n a t i o n  o f  e q . 2 . 2 0  s h o w s  t h a t  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  
f a r  f i e l d  d i f f r a c t i o n  p a t t e r n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  f i e l d  a t  t h e  a p e r t u r e ,  w h i c h  i s  
t h e  r e q u i r e d  r e s u l t .  T h i s  f o r m s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  l i n e a r  
f i l t e r i n g  o f  i m a g e s  u s i n g  an o p t i c a l  s y s t e m ,  d e s c r i b e d  
i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s .
2 . 3 . 2  OPT I CAL  L I NEA R F I L T E R I N G
I n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  t h e  
F r a u n h o f e r  d i f f r a c t i o n  p a t t e r n  o f  an a p e r t u r e  t o  t h e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h a t  a p e r t u r e  h a s  b e e n  r e v i e w e d .
T h e  c o n c l u s i o n  d r a w n  i s  t h a t  c o h e r e n t  o p t i c a l  s y s t e m s  c a n  
be  c o n s i d e r e d  l i n e a r  i n  t e r m s  o f  a m p l i t u d e  and  p h a s e  and  
i t  f o l l o w s  t h a t  c o n v e n t i o n a l  l i n e a r  s y s t e m s  t h e o r y ,  as  
a p p l i e d  t o  t h e  a n a l y s i s  o f  t i m e  v a r y i n g  s i g n a l s  f o r  
e x a m p l e , s h o u l d  be a p p l i c a b l e  t o  c o h e r e n t  o p t i c a l  p r o c e s s ­
i n g .  V a n d e r  Lu g t  ( 9 3 ) ha s  u s e d  t h i s  i d e a  i n  d e v e l o p i n g  a 
r i g i d  t h e o r e t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  e f f e c t  o f  o p t i c a l  
t r a n s f e r  f u n c t i o n s  on t h e  o u t p u t  o f  i m a g i n g  s y s t e m s .  I t  
i s  n o t  i n t e n d e d  t o  r e p e a t  t h e  t h e o r y  h e r e ;  i n s t e a d ,  t h e  
o p t i c a l  g e o m e t r y  f o r  l i n e a r  f i l t e r i n g  i s  d e s c r i b e d ,  as  a 
p r e v i e w  f o r  t h e  e q u i v a l e n t  d i g i t a l  o p e r a t i o n s .
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C o n s i d e r  t h e  d i a g r a m  o f  f i g . 2 . 6 . When an a p e r t u r e  o r  
t r a n s m i s s i o n  f u n c t i o n  g ( x , y )  i s  p l a c e d  i n  t h e  p a t h  o f  
c o l l i m a t e d  c o h e r e n t  l i g h t  w i t h  t h e  g e o m e t r y  i n d i c a t e d ,  
t h e  F r a u n h o f e r  d i f f r a c t i o n  p a t t e r n  i s  f o r m e d  a t  t h e  f o c a l  
p o i n t  o f  t h e  l e n s :
G ( u , v ) = ^ J g ( x , y )  . e x p  j  ' ( ux  + v y  A  d x d y  ( 2 . 2 1 )
w h e r e  f  i s  t h e  f o c a l  l e n g t h  o f  t h e  l e n s .  The  f u n c t i o n  
s t o r e d  on p h o t o g r a p h i c  f i l m  p l a c e d  i n  t h e  p l a n e  G w i l l  be 
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  i n t e n s i t y  s p e c t r u m  o f  g ( x , y ) ,  | g ( u , v )| . 
I f  a s e c o n d  l e n s  i s  p l a c e d  as  s h o w n  i n  f i g . 2 . 7 ,  t w o  c o n ­
s e c u t i v e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  o f  t h e  i n p u t  f u n c t i o n  o c c u r ,  
and  t h e  r e s u l t  a t  t h e  i m a g e  p l a n e ,  F ,  i s  t h e  d i f f r a c t i o n  
p a t t e r n  o f  G ( u , v ) ,  w h i c h  i s  t h e  i n p u t  f u n c t i o n  r o t a t e d  a 
t o t a l  o f  1 8 0 ° ,  s i n c e
f  ( X > y ) ( u , V )| =  ̂ ^ ^  = g ( - x , - y )  ( 2 . 2 2 )
I t  f o l l o w s  t h a t  l i n e a r  s p a t i a l  f i l t e r i n g  c a n  be 
c a r r i e d  o u t  w i t h  t h i s  s y s t e m  b y  e m p l o y i n g  some f o r m  o f  
m e d i u m  i n  t h e  p l a n e  G w h i c h  s e l e c t i v e l y  a t t e n u a t e s  t h e  
s p a t i a l  f r e q u e n c i e s  p r e s e n t  i n  o r d e r  t o  a c h i e v e  t h e  
r e q u i r e d  s y s t e m  r e s p o n s e .  Some s i m p l e  e x a m p l e s  c o n s i s t  o f  
p l a c i n g  d i s c s ,  r i n g s ,  w e d g e s  o r  s l i t s  o f  v a r y i n g  d e n s i t i e s  
a t  G ; t h e s e  f i l t e r s  s i m p l y  a t t e n u a t e  t h e  m a g n i t u d e  s p e c - ,  
t r u m  t o  a c h i e v e  e d g e  e n h a n c e m e n t ,  s m o o t h i n g ,  o r  s e l e c t i v e  
e n h a n c e m e n t  o r  r e t e n t i o n  o f  d e t a i l  a t  s p e c i f i c  o r i e n t ­
a t i o n s  i n  g ( X , y ) .  T h e s e  f i l t e r s  c a n  be i m p l e m e n t e d  i n
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t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r  b y  s i m p l e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  t h e  
a r e a s  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e  w i t h  t he 
r e q u i r e d  f i l t e r  d e n s i t y  f o l l o w e d  b y  an i n v e r s e  t r a n s f o r m ­
a t i o n .  H o w e v e r ,  f i l t e r i n g  i n t e n d e d  t o  m o d i f y  b o t h  a m p l i ­
t u d e  an d  p h a s e  o f  t h e  s p e c t r u m  i s  m o r e  d i f f i c u l t  t o  
i m p l e m e n t  b e c a u s e  o f  t h e  d i f f i c u l t y  o f  s t o r i n g  c o n t i n u o u s  
p h a s e  and a m p l i t u d e  i n f o r m a t i o n  on p h o t o g r a p h i c  m a t e r i a l s .  
I n  t h e  c a s e  o f  p u r e  p h a s e  i m a g e s ,  i . e .  t h o s e  i m a g e s  
d e f i n e d  b y ;
g ( x , y ) = e x p ^ j ^ ( x , y ) j  ( 2 . 2 3 )
i t  i s  p o s s i b l e  t o  f o r m  a v i s i b l e  i m a g e  u s i n g  a p h a s e -  
c h a n g i n g  f i l t e r  w h i c h  i n t r o d u c e s  a c o n s t a n t  p h a s e  s h i f t  
a t  a l l  s p a t i a l  f r e q u e n c i e s .  T h i s  r e s u l t  c a n  be s h o w n  by  
e x p a n d i n g  t h e  e x p o n e n t i a l  i n t o  i t s  p o w e r  s e r i e s ,
g ( X , y ) = 1 + j ^ ( X , y ) -  -  -  -  e t c .  ( 2 . 2 4 )
I f  t h e  p h a s e  o f  t h e  r e s u l t i n g  s p e c t r u m  i s  s h i f t e d ,  t h e  
d . c .  t e r m  w i l l  b e c o me  p h a s e  s h i f t e d  r e s u l t i n g  i n  an o u t ­
p u t  p r o p o r t i o n a l  t o ( ^ ( x , y ) .  When t h e  s h i f t  i s  J f / 2 ,  t h e  
r e s u l t a n t  i m a g e  b e c o m e s
f ( x , y )  = | e x p ^ j  ^ (  X , y ) j
^  1 +2,  ^  ( X , y ) 45S i> %mn\\ ( 2 . 2 5 )
T h i s  t e c h n i q u e  s e r v e s  t o  i l l u s t r a t e  t h e  d e v i o u s  m e t h o d s  
w h i c h  h a v e  e v o l v e d  when  f i l t e r i n g  i s  n o t  a s t r a i g h t f o r w a r d  
o p e r a t i o n  on t h e  m a g n i t u d e  s p e c t r u m .  When f i l t e r i n g
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r e q u i r e s  a t r u l y  c o m p l e x  s p a t i a l  f i l t e r ,  no d i r e c t  met hod 
e x i s t s  i n  g e n e r a l  t o  s t o r e  t h a t  f i l t e r  i n  a f o r m  w h i c h  
p r o d u c e s  t h e  p r e c i s e  o u t p u t  r e q u i r e d .  I n  s u c h  c a s e s ,  
h o l o g r a p h i c  t e c h n i q u e s  o f f e r  o n e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m .  
One e x a m p l e  w h e r e  c o m p l e x - v a l u e d  f i l t e r  t e m p l a t e s  a r e  
r e q u i r e d  i s  t h a t  o f  m a t c h e d  f i l t e r i n g .  T h i s  i s  d i s c u s s e d  
i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .
2 . 3 . 3  THE MATCHED F I L T E R
I n  o n e  d i m e n s i o n ,  t h e  m a t c h e d  f i l t e r  h as  b e e n  u s e d  
f o r  d e t e c t i o n  o f  s i g n a l s  h i d d e n  i n  n o i s e  i n  c o m m u n i c a t i o n s  
s y s t e m s .  I n  r a d a r ,  t h e  f i l t e r  i s  k n o wn  as  a c o r r e l a t i o n  
r e c e i v e r ,  w h i c h  d e s c r i b e s  i t s  f u n c t i o n  p r e c i s e l y ;  i n  t h e  
p r e v i o u s  s e c t i o n ,  f i l t e r s  w e r e  d e s c r i b e d  w h i c h  r e s u l t  i n  
e n h a n c e m e n t  o r  i n  d i s p l a y  o f  s p e c i f i c  p r o p e r t i e s  o f  i m a g e s ,  
w h e r e a s  t h e  m a t c h e d  f i l t e r  e f f e c t s  a c r o s s - c o r r e l a t i o n  
b e t w e e n  f i l t e r  and  i n p u t  f u n c t i o n s .  T h u s , t h e  o u t p u t  i s  
n o t  r e c o g n i s a b l e  as  t h e  o r i g i n a l  s i g n a l ,  r a t h e r  t h e  o u t p u t  
c o r r e l a t i o n  i s  an e s t i m a t i o n  o f  t h e  d e g r e e  o f  s i m i l a r i t y  
b e t w e e n  f i l t e r  a nd  s i g n a l .  I n  t w o  d i m e n s i o n s ,  t h e  m a t c h e d  
f i l t e r  f i n d s  a p p l i c a t i o n  i n  c h a r a c t e r  r e c o g n i t i o n  and  
i m a g e  e v a l u a t i o n .
S u p p o s e  i t  i s  d e s i r e d  t o  d e t e c t  s i g n a l s  s i m i l a r  t o  a 
f u n c t i o n  h ( x , y ) .  T h e n  t h e  m a t c h e d  f i l t e r i n g  o p e r a t i o n  
c a n  be d e s c r i b e d  as  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n  o f  
t h e  i n p u t  s i g n a l  g ( x , y ) w i t h  t h e  f i l t e r  f u n c t i o n  h ( x , y ) ;
g ' ( X , y ) = g ( X , y ) ® h ( - X , - y ) ( 2 . 2 6 )
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w h i c h  h a s  a c o u n t e r p a r t  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n ;  
, 1
g ' ( x , y )  = " j | ^ G ( u , v ) . H * ( u , v ) ^  ( 2 . 2 7 )
w h e r e
( u , v )  = ' j | g  ( X , y )̂  andH ( u , V ) = ' ^ j h  ( X , y )”̂G
T h e  f i l t e r  o p t i m i s e s  d e t e c t i o n  i n  n o i s y  c o n d i t i o n s  f r o m  
t h e  s i g n a l  t o  n o i s e  p o i n t  o f  v i e w  ( 9 4 ) .  E q . 2 . 2 7  desc r ibes
t h e  c a s e  f o r  w h i t e  n o i s e ;  w h e r e  t h e  n o i s e  i s  b a n d l i m i t e d  
w i t h  a p o w e r  s p e c t r u m  | n ( u , v ) |  t h e n  t h e  o p t i m u m  r e s ­
p o n s e  i s  a c h i e v e d  b y  f i r s t  f i l t e r i n g  b y  t h e  i n v e r s e  o f  
t h e  n o i s e  s p e c t r u m  b e f o r e  a p p l y i n g  t h e  m a t c h e d  f i l t e r .  
T h e  o u t p u t  t h e n  b e c o m e s :
g ’ ( x , y ) = ' ^ ^ ^ G ( u , v ) . H * ( u , v ) / | N ( u , v ) |  ( 2 . 2 8 )
B e c a u s e  t h e  f i l t e r i n g  o p e r a t i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  c o n ­
v o l u t i o n  by  a r o t a t e d  v e r s i o n  o f  t h e  d e s i r e d  i m a g e ,  t h e  
f i l t e r  e x p l o r e s  t h e  e n t i r e  i m a g e  p l a n e  f o r  p o s s i b l e  
m a t c h e s ,  and  c o r r e l a t i o n  p e a k s  o c c u r  e a c h  t i m e  a m a t c h  i s  
e n c o u n t e r e d .  The  f i l t e r  i s  t h e r e f o r e  i n v a r i a n t  t o  t r a n s ­
l a t i o n s  o f  t h e  i n p u t  i m a g e , a n d  h a s  an e x t r a  d e g r e e  o f  
d e t e c t i o n  c o m p a r e d  t o  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n .
I t  i s  c l e a r  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  e q . 2 . 2 8  t h a t  t h e  
r e q u i r e d  s p a t i a l  f r e q u e n c y  f i l t e r  w i l l  i n  g e n e r a l  be 
c o m p l e x ,  and  t h a t  w i t h  i n t e n s i t y - s e n s i t i v e  s t o r a g e  m a t ­
e r i a l s ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  f o r m  g ' ( x , y )  d i r e c t l y .
One m e t h o d  o f  o v e r c o m i n g  t h i s  p r o b l e m  i s  t o  f o r m  t h e  
s p a t i a l  f i l t e r  on w h a t  i s  e s s e n t i a l l y  a F o u r i e r  h o l o g r a m
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b y  b e a t i n g  t h e  bXa, cLxon U' ^ ( ux) V)  w i t h  a
r e f e r e n c e  p l a n e  w a v e ,  e x p  ( a u + b  v , p r o d u c i n g  a h o l o g r a m  
w h i c h  c o n t a i n s  b o t h  p h a s e  and  a m p l i t u d e  i n f o r m a t i o n  mo d ­
u l a t e d  b y  a s p a t i a l  c a r r i e r  w a v e .  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  
t h e  m o d u l a t i o n  o f  a t i m e  v a r y i n g  s i g n a l ,  b u t  h e r e  t h e  
f u n c t i o n s  i n v o l v e d  a r e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  t e r m s .  T h u s ,  
t h e  o u t p u t  p l a n e  a f t e r  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  c o n t a i n s  
t h r e e  t e r m s  o f  s i g n i f i c a n c e ,  a d . c .  t e r m  c e n t r e d  on t h e  
o p t i c a l  a x i s  and  t w o  c o m p o n e n t s  s h i f t e d  b y  _+a and  _+b .
T he  s i t u a t i o n  i s  d e p i c t e d  i n  f i g . 2 . 8  w h e r e  t h e  t h r e e  o u t ­
p u t  t e r m s  a r e  :
^ d c ( x , y ) = j g ( x , y ) + g ( x , y )  0  ^ | ^ | h * ( u , v ) |  ( 2 . 29 ^  )
f _ ^ ( x , y ) = g ( x , y  ) ®h * ( x , y ) ® ^ ( x - a , y - b )  ( 2 . 2 9 b )
f  ( X , y ) =g ( X , y )® l n ( - X  , - y  )® cf( X +a , y + b ) ( 2 . 2 9 c )
f _ ^ ( x , y )  i s  s h i f t e d  p o s i t i v e l y  b y  t h e  s p a t i a l  c a r r i e r  
f r e q u e n c i e s  a and  b and  i s  t h e  c o n v o l u t i o n  o f  t h e  s i g n a l  
and  f i l t e r  t e m p l a t e ,  f _ ( x , y ) i s  s h i f t e d  n e g a t i v e l y  b y  an 
e q u a l  a m o u n t  and  i s  s e e n  t o  be e q u a l  t o  g ' ( x , y ) ,  t h e  r e ­
q u i r e d  c o r r e l a t i o n .  f j j ^ ( x , y )  s h o w s  as  an a n n o y i n g  b r i g h t  
s p o t  c e n t r e d  o n - ax  i s . An i m p r o v e m e n t  on t h i s  t e c h n i q u e  
c a n  be made b y  g e n e r a t i n g  t h e  F o u r i e r  h o l o g r a m  d i g i t a l l y .  
I n  t h i s  way  t h e  t e r m  g ( x , y )  ® ' ^ ^ | H * ( u , v ) | ^ j  i n  eq . 2 . 2 9a 
c a n  be e l i m i n a t e d ,  r e d u c i n g  t h e  a r e a  o f  t h e  d . c .  t e r m  
a n d  a l l o w i n g  l o w e r  c a r r i e r  f r e q u e n c i e s  a and  b t o  be  used 
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s u c c e s s ,  and  d i g i t a l  g e n e r a t i o n  o f  f i l t e r  m a s k s  h a s  b e e n  
d e s c r i b e d  by  Koz ma  and  K e l l y  ( 9 5 )  who a v o i d  t h e  u s e  o f  
g r a y - s c a l e  m a s k s  b u t  s t i l l  a c h i e v e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s .
R e t u r n i n g  t o  e q . 2 . 2 7  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  b y  f a r  t h e  
s i m p l e s t  a p p r o a c h  t o  t w o - d i m e n s i o n a l  m a t c h e d  f i l t e r i n g  
w i l l  be  an a l l - d i g i t a l  i m p l e m e n t a t i o n ;  i t  i s  t h e n  n e c ­
e s s a r y  o n l y  t o  f o r m  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  i n p u t  
i m a g e ,  m u l t i p l y  b y  t h e  s e l e c t e d  f i l t e r  f u n c t i o n  ( w h i c h  
r e s u l t s  f r o m  c o n j u g a t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  
s p a t i a l  f i l t e r  t e m p l a t e ,  w e i g h t e d  by  t h e  n o i s e  c h a r a c t e r ­
i s t i c s ) ,  and  t h e n  i n v e r s e  t r a n s f o r m  t h e  p r o d u c t .  E x a m p l e s  
o f  d i g i t a l  m a t c h e d  f i l t e r i n g ,  u s i n g  i n t e g e r  t r a n s f o r m s ,  
a r e  p r e s e n t e d  i n  s e c t .  3 , 3 . 3 .
T h i s  d i s c u s s i o n  on t h e  o p t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  
c o m p l e x  s p a t i a l  f r e q u e n c y  f i l t e r s  c o n c l u d e s  t h e  b r i e f  
r e v i e w  o f  F o u r i e r  t e c h n i q u e s  i n  o p t i c a l  i m a g e  p r o c e s s i n g ,  
a n d  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  c h a p t e r  d e v e l o p s  t h e  t h e o r y  o f  
d i g i t a l  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  i n  r e l a t i o n  
t o  t h e i r  i m p l e m e n t a t i o n  on t h e  s m a l l  c o m p u t e r .
2 . 4 D I G I T A L  T WO- DI MENSI ONAL  TRANSFORMATI ONS
The o b j e c t i v e s  o f  d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  h a v e  b e e n  
d e s c r i b e d  u n d e r  t h r e e  h e a d i n g s ,  i m a g e  r e s t o r a t i o n  and  e n ­
h a n c e m e n t ,  i m a g e  c o d i n g  and  i m a g e  e v a l u a t i o n  an d  a n a l y s i s .  
T h e  s t o r a g e ,  i n  d i g i t a l  f o r m ,  o f  an a r r a y  o r  m a t r i x  o f  
b r i g h t n e s s  v a l u e s  r e p r e s e n t i n g  a s a m p l e d  q u a n t i z e d  i m a g e
b l o c k  i s  i n h e r e n t  i n  t h e  c o n c e p t s  o f  d i g i t a l  i m a g e  p r o ­
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c e s s i n g .  C o n s e q u e n t l y ,  d i g i t a l  t r a n s f o r m a t i o n s  may be 
c o n s i d e r e d  t o  be v e c t o r - m a t r i x  and  m a t r i x - m a t r i x  
o p e r a t i o n s  on r e a l - v a l u e d  a r r a y s  r e p r e s e n t i n g  o r i g i n a l  
s c e n e s  t a k e n  f r o m  p h o t o g r a p h s ,  c a m e r a  t u b e s  e t c ,  i n  
a d d i t i o n  t o  t h e  mo r e  u s u a l  F o u r i e r  s e r i e s  a p p r o a c h .  B o t h  
a r e  e q u i v a l e n t  an d  t h i s  s e c t i o n  s e e k s  t o  h i g h l i g h t  t h i s  
e q u i v a l e n c e  s i n c e  b o t h  a p p r o a c h e s  h a v e  a c o n t r i b u t i o n  t o  
make t o w a r d s  t h e  p h y s i c a l  e f f e c t s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  
o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  i m a g e s .
M a t r i x  t h e o r y  o f f e r s  a p o w e r f u l  t o o l  i n  t h e  a n a l y s i s  
o f  t w o - d i m e n s i o n a l  d e c o m p o s i t i o n s  a n d  i s  p a r t i c u l a r l y  
u s e f u l  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  e r r o r s  i n t r o d u c e d  b y  i m a g e  
c o d i n g .  W h i l s t  t h e  d i s c r e t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  o f  
p r i m e  i n t e r e s t  i n  e n h a n c e m e n t  and  r e s t o r a t i o n ,  i m a g e  
c o d i n g  i s  o n e  a r e a  w h e r e  many  o t h e r  p o s s i b l e  o r t h o g o n a l  
t r a n s f o r m s  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  f o r  t h e i r  c o d i n g  
e f f i c i e n c y ,  e a s e  o f  i m p l e m e n t a t i o n  and  c o m p u t a t i o n a l  
s p e e d  ; t h e  m a t r i x  t e c h n i q u e  e m p h a s i s e s  t h e  i n f i n i t e  
n u m b e r  o f  p o s s i b l e  t r a n s f o r m a t i o n s  t h a t  a r e  a v a i l a b l e  f o r  
c o d i n g  p u r p o s e s  and  p o i n t s  t o  s e v e r a l  i n t e r e s t i n g  r e s u l t s  
t h a t  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h i s  s e c t i o n .
The  o b j e c t i v e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  p r o v i d e  t h e  n e c e s s a r y  
b a c k g r o u n d  t h e o r y  f o r  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  d i g i t a l  t w o -  
d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  on a s m a l l  c o m p u t e r .
2 . 4 . 1  THE T WO- DI MENSI ONAL  DI SCRETE FOURI ER TRANSFORM 
AND THE S P A T I A L  FREQUENCY DOMAIN
C o n s i d e r  an o r i g i n a l  s c e n e  s p e c i f i e d  as  a f u n c t i o n
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o f  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  x and  y b y  o ( x , y ) .  The  d i g i t a l  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h i s  s c e n e  i s  t h e n  a s a m p l e d  and  
q u a n t i z e d  a r r a y  o f  p o i n t  i r r a d i a n c e s ,  g ( x , y ) :
g ( x , y ) = M ^ o ( x , y ) j  ( 2 . 3 0 )
w h e r e  M j  r e p r e s e n t s  t h e  s a m p l i n g  a n d  q u a n t i z i n g  o p e r ­
a t i o n .  S i n c e  t h i s  a r r a y  i s  c o m p o s e d  o f  i n d i v i d u a l  i m a g e  
i r r a d i a n c e  v a l u e s ,  p h y s i c a l  c o n s i d e r a t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  
t h e  v a l u e s  w i l l  be r e a l  and  n o n n e g a t i v e ,  an d  z e r o  v a l u e s  
c a n  be p r e c l u d e d  on p r a c t i c a l  g r o u n d s .  The  b a s i s  f o r  t h e  
d i s c r e t e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  ( 2 D D F T )  o f  
g ( X , y ) i s  t h e  f i n i t e  F o u r i e r  s e r i e s  o f  e q . 2 . 7 ,  g i v i n g :
N- 1 N-1
g ( X ) y  ) =  ^ ^ 2  ^  G ( u , V ) e X p r  i  2 i f  , ( u x + v y ) \  ( 2 . 3 1 a )
V =o u =0 3
N- 1 N — 1
and  G ( u , V ) = ^  g ( x , y ) ex  p j - j  2 TT « ( u x + v y ) l  ( 2 . 3 1 b )
y = 0 X = o L k j  3
2
t o  w i t h i n  a m u l t i p l i c a t i v e  c o n s t a n t  o f  1 o r  1/ | ^ 
d e p e n d i n g  on t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  2DDFT an d  i t s  i n v e r s e .  
T h i s  c o n s t a n t  Is e q u i v a l e n t  t o  -jTT o r  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e
c o n t i n u o u s  F o u r i e r  t r a n s f o r m  p a i r  o f  e q ' s . 2 . 9 ( a )  and  ( b ) .  
I t  i s  n e g l e c t e d  h e r e  b e c a u s e  i t  \ s  n o t :  r & l & v a n t  i n  o p t i c s  
and  i s  e a s i l y  i g n o r e d  i n  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r .  The  2DDFT 
h a s  p r o p e r t i e s  e n t i r e l y  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  o f  t h e  c o n t i n ­
u o u s  t r a n s f o r m .  H o w e v e r ,  t h e  d i s c r e t e  t r a n s f o r m  i s  a 
F o u r i e r  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  and  as  s u c h ,  a s s u m e s  t h e  
i m a g e  t o  be p e r i o d i c  i n  n a t u r e  w i t h  a p e r i o d  o f  N . ( N o n ­
s q u a r e  i m a g e  m a t r i c e s  c a n  a l s o  be d e a l t  w i t h  b u t  do n o t
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c o n t r i b u t e  t o  t h e  u n d e r s t a n d i n g  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  
t r a n s f o r m a t i o n s ) .  A l t h o u g h  t h i s  may  seem an o b v i o u s  
p o i n t ,  i t  i s  t h e  m o s t  u s u a l  r e a s o n  f o r  m i s u n d e r s t a n d i n g s  
w h i c h  o c c u r  when  t h e  d i s c r e t e  t r a n s f o r m  i s  e q u a t e d  t o  i t s  
c o n t i n u o u s  c o u n t e r p a r t  w i t h o u t  t h o u g h t .
The  d i s c r e t e  t w o - d i m e n s i o n a l  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e  
i s  t h e r e f o r e  e q u i v a l e n t l y  p e r i o d i c ,  a n d  m u s t  be c o n s i d e r e d  
t o  l i e  on a t w o - d i m e n s i o n a l  c i r c u l a r  f r e q u e n c y  s u r f a c e .
Two p o s s i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h i s  s u r f a c e  e x i s t  and  a r e  
i l l u s t r a t e d  i n  f i g . 2 . 9 .  The t w o - d i m e n s i o n a l  p l a n e  c a n  be 
c o n s i d e r e d  t o  e x t e n d  t o  i n f i n i t y  i n  t h e  u and  v d i r e c t i o n s  
l i k e  a l a r g e  c r o s s ,  i n  f i g . 2 . 9 a ,  o r  a l t e r n a t i v e l y  t o  be 
w r a p p e d  a r o u n d  i t s e l f  i n  t w o  d i m e n s i o n s  r e s u l t i n g  i n  t h e  
t o r r o i d a l  s u r f a c e  o f  f i g . 2 . 9 b ( 9 6 ) .  The  F o u r i e r  s e r i e s  
n a t u r e  o f  t h e  d i s c r e t e  t r a n s f o r m  g i v e s  r i s e  t o  s e v e r a l  
a r t i f a c t s  p e c u l i a r  t o  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e .  I f  
o p p o s i t e  e d g e s  o f  an i m a g e  s how d i f f e r e n c e s  i n  b r i g h t n e s s ,  
a s t e p  d i s c o n t i n u i t y  i s  p r e s e n t  i n  t h e  s p a t i a l  f u n c t i o n  
w h i c h  r e s u l t s  i n  s p u r i o u s  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  s p a c e d  
a l o n g  t h e  r e s p e c t i v e  f r e q u e n c y  a x i s .  T h e s e  a r e  n o t  n o r m a l l y  
o f  i n t e r e s t  b u t  a r e  c l e a r l y  n e c e s s a r y  t o  r e p r o d u c e  t h e  
s h a r p  e d g e s  o f  t h e  i m a g e .  I f  s u c h  f r e q u e n c i e s  a r e  f o u n d  
u n d e s i r a b l e ,  t h e i r  e f f e c t s  c a n  be m i n i m i s e d  b y  f i r s t  
w e i g h t i n g  t h e  i m a g e  w i t h  a s u i t a b l e  w i n d o w  f u n c t i o n  ( 9 7 ) ;  
t h i s  w i l l  n o r m a l l y  be n e c e s s a r y  o n l y  f o r  p u r p o s e s  o f  im a g e  
q u a l i t y  e v a l u a t i o n ,  w h e r e  t h e  f r e q u e n c i e s  o f  i n t e r e s t  may 
be s wampe d  b y  l a r g e  a x i a l  c o m p o n e n t s .  An e x a m p l e  o f  t h i s  
e f f e c t  i s  s h o w n  i n  f  i  g . 2 . 1 0 , w h e r e  t h e r e  i s  a l a r g e
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d i s c o n t i n u i t y  i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n ,  b u t  v e r y  l i t t l e  
i n  t h e  v e r t i c a l  d i r e c t i o n .
A n o t h e r  w e l l - k n o w n  e f f e c t  o f  d i s c r e t e  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  i s  t h a t  o f  a l i a s i n g ,  d u e  t o  an 
i n s u f f i c i e n t l y  f i n e  s a m p l i n g  o f  t h e  f u n c t i o n .  T h i s  
m a n i f e s t s  i t s e l f  m o r e  c l e a r l y  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  t h e  
h i g h e r  f r e q u e n c i e s  o v e r l a p p i n g  i n t o  t h e  o p p o s i t e  h a l f  o f  
t h e  f r e q u e n c y  p l a n e  and  m a s q u e r a d i n g  as l o w e r  f r e q u e n c i e s .  
I n  f i g . 2 . 1 1 ,  a c r o s s - s e c t i o n  o f  a t w o - d i m e n s i o n a l  S i n  x / x  
s u r f a c e  i s  p l o t t e d  ( 1 ) t o g e t h e r  w i t h  t h e  same c r o s s -  
s e c t i o n  r e s u l t i n g  f r o m  a 2DDFT o f  a b l o c k  p u l s e  i m a g e  (2)  
S i n c e  t h e  f i n i t e  f r e q u e n c y  r a n g e  c a n n o t  a c c u r a t e l y  r e p ­
r e s e n t  t h e  e d g e s  o f  t h e  p u l s e ,  an a l i a s  e r r o r  m a n i f e s t s  
i t s e l f  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  as  a p r o g r e s s i v e l y  l a r g e r  
d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  t h e  f i n i t e  t r a n s f o r m  a n d  t h e  S i n  x / x  
r e s u l t  e x p e c t e d  f r o m  t h e  c o n t i n u o u s  F o u r i e r  t r a n s f o r m  (3)  
The  r e s u l t  o f  t h e  2DDFT i s  f o u n d  a n a l y t i c a l l y  t o  b e :
H ( n . A f  ) = ^  I
_ N / „
^ 5. i n  ( T r n / 1 6 ) S i n  7 T ( N - n ) / 1 6 |  , .
' 7 r n /1  6 “  7 T ( N - n ) / 1 6  ( ^ 4 . 3 2 ;
n = o
The 2DDFT p a i r  o f  e q ' n s . 2 . 3 1 ( a )  a n d  ( b )  r e p r e s e n t  a 
d e c o m p o s i t i o n  and  r e c o n s t r u c t i o n  o f  an i m a g e  u s i n g  s e t s  of  
o r t h o g o n a l  s i n u s o i d a l  w a v e f o r m s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  c o m p l e x  
e x p o n e n t i a l  k e r n a l  o f  t h e  DFT ,  b u t  t h i s  i s  n o t  i m m e d i a t e l y  
a p p a r e n t  f r o m  t h e  f o r m a t  o f  t h e  s u m m a t i o n  e q u a t i o n s . 
A n o t h e r  m e t h o d  f o r  d e s c r i b i n g  t h e  2DDFT o p e r a t i o n  l i e s  i n  
t h e  u s e  o f  m a t r i x  n o t a t i o n  f o r  t h e  d e c o m p o s i t i o n  i n t o  r ow 
a n d  c o l u m n  v e c t o r s ,  r e c a l l i n g  t h a t  t h e  i m a g e  c a n  be
1 0 0

d e s c r i b e d  b y  a m a t r i x  o f  b r i g h t n e s s  v a l u e s  ( a l b e i t  a 
r a t h e r  l a r g e  m a t r i x ) .  T he  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
a m a t r i x  o f  d i m e n s i o n s  IMxN i s  a c c o m p l i s h e d  b y  p r e -  and  
p o s t - m u l t i p l i c a t i o n  b y  t w o  m a t r i c e s  c o m p o s e d  o f  s e t s  o f  
o r t h o g o n a l  v e c t o r s ,  d e s c r i b e d  b y :
[ G > L u ] * [ g ] [ v ] ( 2 . 3 3 )
w h e r e  [ u]  and  {y l  a r e  NxN u n i t a r y  o p e r a t o r s  c o n s t r u c t e d  f r o m  
t h e  s e t s  o f  b a s i s  v e c t o r s  and  ^G"] i s  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  
s p e c t r u m  o f  t h e  i m a g e  [ g ^  . B e c a u s e  and  a r e  u n i t a r y ,  
i t  f o l l o w s  t h a t :
[ u ] [ v ] ^ = [ i ]  ^ v t V L u ] - - L v ]
[V ] "  [ I ]
( 2 . 34a)  
( 2 . 3 4 b )
w h e r e  ( [ l]  i s  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x .  C o r r e s p o n d i n g l y  t h e  
i n v e r s e  t r a n s f o r m  c a n  be w r i t t e n  a s :
t g >  b l  [ g]  [ v ] ( 2 . 3 5 )
I n  t h e  c a s e  o f  2DDFT,  t h e  m a t r i c e s  and a r e  i d e n t i c a l  
and  s y m m e t r i c ,  g i v e n  b y :
0.--------------------  & N-1
[ u l = { v ]  =
N - 1







N - 1 , P
1 01
w h e r e  W
mn= e x p ( mod N
L o o k i n g  a t  a s p e c i f i c  c a s e  ( N = B )  i n  mo r e  d e t a i l ,
[u ]  = e X p<
r T 0 0 0 0 0 0 T A
0 1 2 3 4 5 6 7
0 2 4 6 0 2 4 6
j 27T 0 3 6 1 4 7 2 5
8 * 0 4 0 4 0 4 0 4
0 5 2 7 4 1 6 3
0 6 4 2 0 6 4 2
V
0 7 6 5 4 3 2 1
( 2 . 3 7 )
y
2
i t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  2DDFT p r o d u c e s  N s p e c t r a l  v a l u e s
w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  d e g r e e  o f  s i m i l a r i t y  b e t w e e n  t h e  i ma g e  
2
and  t h e  l\l c o m b i n a t i o n s  o f  p r o d u c t s  o f  r o w s  a n d  c o l u m n s  o f  
. R e t u r n i n g  t o  e q . 2 . 3 5 ,  e x p a n s i o n  o f  g i v e s :
r
[ 9 ]  = [ U l  <
0 0 0 
0 0 0 \
0 0 0 
0 0 0
\







( 2 . 3 8 )
T h u s  t h e  G t h .  s p e c t r a l  v a l u e  s e l e c t s  a m a t r i x  g e n e r a t e d
m n
b y  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  t h e  m t h .  c o l u m n  o f  I U1 ,  U^ L- J ' m w i t h
—  t  2
, U . T h e s e  N m a t r i c e s  a r e  r e f e r r e d
t o  h e r e  as  ' b a s i s  p i c t u r e s ’ f o r  t h e  p a r t i c u l a r  t r a n s f o r m  
m a t r i c e s  i n v o l v e d .  C l e a r l y  t h e  i m a g e  i s  r e c o n s t r u c t e d
d e s c r i b e d  by
2 ^
b y  s u m m i n g  a l l  N g e n e r a t i o n s  o f  G . 0  ,U 
^ ^ mn m n
t h e  r e l a t i o n  :
-fov" \ o  n o f
b^StS ç't«-toyQ,^
1 0 2
^  ^  -  - t
9 = E! '2-39)
m-0 rvso
H o w e v e r ,  t h i s  i s  p r e c i s e l y  t h e  e q u a t i o n  d e f i n i n g  t h e
i n v e r s e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  e q . 2 . 3 1  a . T h u s  t h e  t w o
n o t a t i o n s  l e a d  t o  t h e  same c o n c l u s i o n .  A f o r m a t  f o r  t h e
e x p a n s i o n  i n t o  b a s i s  p i c t u r e s  i s  s h o w n  i n  f i g . 2 . 1 2 .  E a c h
b a s i s  p i c t u r e  i s  w e i g h t e d  by  t h e  c o r r e s p o n d i n g  G b e fo re
b e i n g  summed t o  g i v e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i m a g e .  F i g s . 2 . 1 3
( a )  and  ( b )  s h o w t h e  F o u r i e r  b a s i s  p i c t u r e s  f o r  t h e  c a s e
o f  e q . 2 . 3 7 .  F o r  p u r p o s e s  o f  p h o t o g r a p h i c  o u t p u t ,  t h e
r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s  a r e  r e p r o d u c e d  s e p a r a t e l y  i n
i n t e n s i t y  f o r m a t ,  w h e r e  b l a c k  = -1  a n d  w h i t e  = + 1 , i n
( a )  a nd  ( b )  r e s p e c t i v e l y .  The  b a s i s  p i c t u r e s  s how
o b v i o u s  s y m m e t r i e s ,  a r e s u l t  w h i c h  a l l o w s  c o m p u t a t i o n a l
s i m p l i f i c a t i o n  t o  be ma d e ;  t h i s  i s  d e s c r i b e d  i n  d e t a i l
i n  s e c t . 3 . 2 . 2 .  N o t e  a l s o  t h a t  i t  i s  now a p p a r e n t  t h a t
t h e r e  i s  no s p e c i a l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  m a t r i c e s
l ^ g ' ^ a n d ^ G ^ ;  e a c h  m e r e l y  w e i g h t s  t h e  b a s i s  p i c t u r e s ,
r e s u l t i n g  f r o m  t h e  k e r n e l  e x p  ^ j  2 TT , ( u x + v y ) ^  o r
e x p  2 ^  . ( u x + v y ) ^  r e s p e c t i v e l y ,  t o  f o r m  t h e  o t h e r .  The
m a i n  d i f f e r e n c e  l i e s  i n  t h e  t e n d e n c y  o f  a h i g h l y
c o r r e l a t e d  s p a c e  [ g ^  t  o t r a n s f o r m  t o  a s p a c e  [^G^ w h e r e  t h e
G a r e  r e l a t i v e l y  u n c o r r e l a t e d . mn
W h i l s t  d i r e c t  i m p l e m e n t a t i o n  o f  e q ' s . 2 . 3 3  o r  2 . 3 5  
r e q u i r e s  %N^ m u l t i p l i c a t i o n s  and  a d d i t i o n s ,  t h e  p o u r i e r  
t r a n s f o r m  m a t r i x  c a n  be f a c t o r i z e d  i n t o  a s e t  o f  s p a r s e  
m a t r i c e s  as  i n d i c a t e d  b y  Good ( 9 8 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  an
1 0 3
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e x p a n s i o n ,  f o r  t h e  F o u r i e r  c a s e ,  i n t o  L o g ^ N  s p a r s e  
m a t r i c e s  r e q u i r i n g  2I\I m u l t i p l i c a t i o n s  (N c o m p l e x  m u l t i ­
p l i c a t i o n s )  a n d  a d d i t i o n s  e a c h  ( 8 7 ) .  T h u s  f o r  t h e  t w o -
d i m e n s i o n a l  c a s e ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  r e q u i r e s  o n l y
2 3
2.N L o g 2 N c o m p u t a t i o n s ,  i n s t e a d  o f  %N , when  t h e  t r a n s f o r m
2
m a t r i x  i s  f a c t o r i z e d ;  w h i l s t  2 N L o g 2 N c o m p u t a t i o n s  i s  a
%
r e a l i s t i c  o b j e c t i v e , 2 N  i s  m o s t  c e r t a i n l y  n o t .  As a 
c o n s e q u e n c e  t h e  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a l g o r i t h m  h as  
f o r m e d  t h e  b a s i s  f o r  p r a c t i c a l  t r a n s f o r m  s i g n a l  p r o c e s s ­
i n g .  I n  t w o  d i m e n s i o n s ,  t r a n s f o r m  p r o c e s s i n g  w o u l d  n o t  
be  e v e n  r e m o t e l y  a p r a c t i c a l  p r o p o s i t i o n  w i t h o u t  t h e  
e x i s t e n c e  o f  t h i s  a l g o r i t h m .  Th e  FFT was  f i r s t  d e s c r i b e d  
b y  C o o l e y  and  Tu k e y  ( 9 9 )  a nd  i s  b a s e d  on G o o d ' s  t e c h n i q u e  
o f  m a t r i x  f a c t o r i z a t i o n ,  as  s h o w n  b y  A n d r e w s  and  C a s p a r i  
( 8 7 ) ,  and  A n d r e w s  an d  Kane  ( 1 0 0 ) .  Many  e x c e l l e n t  r e v i e w s  
o f  t h e  a l g o r i t h m  e x i s t ,  t o  w h i c h  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  
( 1 01  t o  1 0 3 ) .  F i n a l l y  i t  i s  n o t e d  t h a t  t h e  t r a n s f o r m ­
a t i o n  o f  e q . 2 . 3 3  p l a c e s  no s p e c i f i c  c o n s t r a i n t  o n [ l J ^ a n d  
[ y 3 ° t h e r  t h a n  t h e i r  o r t h o g o n a l  ( o r  f o r  c o m p l e x  f u n c t i o n s ,  
u n i t a r y )  n a t u r e .  The  q u e s t i o n  a r i s e s  as  t o  w h e t h e r  o t h e r  
o r t h o g o n a l  b a s i s  v e c t o r s  may be o f  u s e  i n  i m a g e  p r o c e s s ­
i n g .
2 . 4 . 2  N 0 N - 5 I N U 5 0 I D A L  FUNCTI ONS AND T HEI R USE I N 
D I G I T A L  IMAGE PROCESSI NG
S i n c e  G o o d ' s  f a c t o r i z a t i o n  t e c h n i q u e  i s  a p p l i c a b l e  
t o  a n y  t r a n s f o r m  m a t r i x  w i t h  a h i g h  d e g r e e  o f  r e d u n d a n c y
1 0 4
i n  i t s  d e s c r i p t i o n ,  i t  i s  p e r t i n e n t  t o  a s k  how many  
o t h e r  s e t s  o f  o r t h o g o n a l  v e c t o r s  p o s s e s s  t h i s  p r o p e r t y  
w h i c h  a l l o w s  a f a s t  a l g o r i t h m  t o  be d e v e l o p e d .  U n f o r t ­
u n a t e l y  t h e r e  s e ems  t o  be no m e t h o d  f o r  d e t e r m i n i n g  w h i c h  
m a t r i c e s  may be f a c t o r i z e d  t o  c o n t a i n  many  z e r o  e l e m e n t s  
o t h e r  t h a n  b y  t r i a l  f a c t o r i z a t i o n s  ( 1 0 4 ) .  N e v e r t h e l e s s  
man y  c l a s s e s  o f  o r t h o g o n a l  m a t r i c e s  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d  
as  u s e f u l  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g .  T h o s e  w h i c h  seem t o  p r e ­
d o m i n a t e  a r e  t h e  Wa1 s h / H a d a m a r d  and  H a a r  t r a n s f o r m s .
E q . 2 . 3 5  w h i c h  i s  r e p e a t e d  h e r e
[g>lul[G]LvT
d e s c r i b e s  a g e n e r a l i z e d  o r t h o g o n a l  e x p a n s i o n  o f  [ ^g^ i n t o  
a t r a n s f o r m  s p a c e  [ w h i c h  g o v e r n s  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  
e a c h  b a s i s  p i c t u r e  g e n e r a t e d  b y  [ u  ]  an d  t o  [_g ^ . I n
g e n e r a l ,  ( ^u] y [ v ] s o  t h a t  t h e  r o w s  o f  t h e  i m a g e  w o u l d  be 
e x p a n d e d  i n t o  t h e  v e c t o r s  c o n s t i t u t i n g  and  t h e  c o l ­
umns e x p a n d e d  i n t o  [ u ] . H o w e v e r  t h e r e  i s  n o r m a l l y  no 
d i r e c t i o n - d e p e n d e n c y  i n  i m a g e s  w h i c h  w o u l d  b e n e f i t  f r o m  
d i f f e r e n t  b a s i s  v e c t o r s .  H e n c e  f o r  a l l  p r a c t i c a l  p u r ­
p o s e s  we r e s t r i c t  and  t  o b e e q u a l .
H a d a m a r d  m a t r i c e s  h a v e  b e e n  s h o w n  t o  e x i s t  f o r  m o s t  
s i z e s  o f  m a t r i x  o f  i n t e r e s t  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g  ; one  
c l a s s  w h i c h  i s  o f  s p e c i f i c  i n t e r e s t  i s  t h a t  g e n e r a t e d  by  
t h e  m a t r i x  :
( 2 . 4 0 )
1 0 5
The  g e n e r a l  m a t r i c  o f  t h i s  c l a s s  i s  o f  d i m e n s i o n s  2 and  








2 . 4 1  )
T h i s  m a t r i x  was  u s e d  b y  P r a t t  ( 5 6 )  t o  c o d e  i m a g e s .  
A n o t h e r  c l a s s  o f  H a d a m a r d  t r a n s f o r m s  i s  g e n e r a t e d  by  
o r d e r i n g  t h e  v e c t o r s  i n  a s c e n d i n g  o r d e r  o f  n u m b e r s  o f  
z e r o  c r o s s i n g s .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  s e q u e n c y  o r d e r e d  
m a t r i x  o f  r o w  v e c t o r s  e q u i v a l e n t  t o  s q u a r e  w a v e s  o f  
a s c e n d i n g  f r e q u e n c y ,  w h i c h  a r e  t h e  W a l s h  f u n c t i o n s .  Su c h  
a m a t r i x ,  o f  d i m e n s i o n s  N=8 i s :
T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  i s  t h e n  e q u i v a l e n t  t o  t h e  d i s c r e t e
1 0 6
F o u r i e r  t r a n s f o r m  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e  b a s i s  p i c t u r e s  
d e f i n e  a s t e a d i l y  i n c r e a s i n g  r a p i d i t y  i n  i m a g e  v a r i a t ­
i o n s ,  e x p r e s s e d  i n  e i t h e r  s i n u s o i d a l  o r  s q u a r e  w a v e  c o m­
p o n e n t s .  C o m p a r e  f i g . 2 . 1 4 a ,  w h i c h  i s  t h e  s e q u e n c y  o r d e r e d  
s e t  o f  H a d a m a r d  b a s i s  p i c t u r e s  f o r  N = 8 , w i t h  f i g . 2 . 1 3 a ,  
t h e  F o u r i e r  b a s i s  p i c t u r e s  f o r  N = 8 . F i g . 2 . 14b s h o w s  
b a s i s  p i c t u r e s  f o r  t h e  n a t u r a l  -  o r  K r o n e c k e r - o r d e r e d  
H a d a m a r d  t r a n s f o r m .
A n o t h e r  c l a s s  o f  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m s  i s  d e f i n e d  by 
t h e  H a a r  m a t r i c e s .  F r o m t h e  s t a n d p o i n t  o f  s a m p l i n g  t h e o r y  
t h e  H a a r  t r a n s f o r m  s a m p l e s  t h e  i m a g e  a t  i n c r e a s i n g l y  
c o a r s e  i n t e r v a l s ,  s t a r t i n g  a t  t h e  f i f i E s t  r e s o l u t i o n  and 
d e c r e a s i n g  b y  p o w e r s  o f  2 .  An e x a m p l e  o f  t h e  n o r m a l i s e d  
H a a r  m a t r i x  f o r  N=8 i s :
["•J ■
1 1 1 1 1 1 1 T
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
n J2 -J2 -J2 G G G G
G 0 0 G f 2 -J2
2 - 2 0 G G G G G
0 0 2 - 2 G G G G
0 0 0 G 2 - 2 G G
0 0 0 G G G 2 - 2
w h o s e  b a s i s  p i c t u r e s  a r e  s h o w n  i n  f  i  g . 2 . 1 4 c .
T he  m a i n  r e a s o n  f o r  t h e  p o p u l a r i t y  o f  t h e s e  t r a n s ­
f o r m s  l i e s  i n  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  a l l  h a v e  e f f i c i e n t  f a c t ­
o r i z a t i o n s  l e a d i n g  t o  f a s t  a l g o r i t h m s  a n a l o g o u s  t o  t h e  
F F T .  I n  f a c t  t h e  c l a s s  o f  H a a r  m a t r i c e s  d e s c r i b e d  a b o v e
1 0 7
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c a n  be i m p l e m e n t e d  i n  s o m e w h a t  l e s s  t h a n  2 N1 o g ^ N c o m p u t e r  
o p e r a t i o n s  ( f o r  a o n e - d i m e n s i o n a l  N - p o i n t  t r a n s f o r m )  
g i v e n  b y  2 ( N - 1 )  o p e r a t i o n s .  A n o t h e r  g r e a t  a d v a n t a g e  o f  
b o t h  t h e  H a d a m a r d  and  H a a r  t r a n s f o r m s  i s  t h a t  t h e  c o m p ­
u t e r  o p e r a t i o n s  r e q u i r e d  a r e  s i m p l e  a d d i t i o n s  a nd  s i g n  
c h a n g e s  r a t h e r  t h a n  t h e  m u l t i p l i c a t i o n s  an d  a d d i t i o n s  
r e q u i r e d  f o r  t h e  F F T ,  g i v i n g  a l m o s t  an o r d e r  o f  m a g n i t u d e  
i n c r e a s e  i n  s p e e d .  H o w e v e r ,  m o s t  o f  t h e s e  t r a n s f o r m s  
a p p e a r  t o  h a v e  a p p l i c a t i o n s  m a i n l y  i n  i m a g e  c o d i n g  w h e r e  
t h e i r  s p e e d  i s  t h e  o v e r r i d i n g  a d v a n t a g e .  N a t u r a l  f a m i l ­
i a r i t y  w i t h  s i n u s o i d a l  s p e c t r e  h a s  e n s u r e d  t h a t  t h e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  r e m a i n s  t h e  p r e d o m i n a n t  o r t h o g o n a l  
t r a n s f o r m  i n  i m a g e  r e s t o r a t i o n  and  e n h a n c e m e n t .
S e c t i o n  1 . 3  d e s c r i b e s  t h e  u s e s  t o  w h i c h  H a a r  and  
Ha d a ma r d  t r a n s f o r m s  h a v e  b e e n  p u t  i n  g e n e r a l  i m a g e  c o d i n g ;  
an i m p o r t a n t  p o i n t  i s  t h a t  f r o m  t h e  t r a n s f o r m  s t a n d p o i n t ,  
c o d i n g  r e p r e s e n t s  m e r e l y  a f o r w a r d  t r a n s f o r m  f o l l o w e d  b y  
some f o r m  o f  s e l e c t i v e  r e t e n t i o n  o f  s a m p l e s  b e f o r e  an 
i n v e r s e  t r a n s f o r m .  T h u s  t h e  p h y s i c a l  n a t u r e  o f  t h e  t r a n s ­
f o r m  s p a c e  i s  o f  s e c o n d a r y  i m p o r t a n c e .  R e l a t e d  t o  t r a n s ­
f o r m  c o d i n g  i s  t h e  u s e  o f  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m s  t o  f o r m  
s p a c e s  w h e r e  f e a t u r e  s e l e c t i o n  i s  a s i m p l e r  t a s k .  T h i s  
i s  a r e s u l t  o f  t h e  r e l a t i v e l y  u n c o r r e l a t e d  s p e c t r a l  
s a m p l e s  a l l o w i n g  r e t e n t i o n  o f  f e w  f e a t u r e s  w i t h  a r e l a t ­
i v e l y  l a r g e  p r o p o r t i o n  o f  t h e  t o t a l  i m a g e  v a r i a n c e  ( 8 6 ) ,  
w h i c h  i s  r e l a t e d  t o  t h e  c o d i n g  e f f i c i e n c y  o f  t h e  t r a n s f o r m
The t r a n s f o r m a t i o n  w h i c h  p a c k s  t h e  ma x i mu m i m a g e
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v a r i a n c e  i n t o  t h e  s m a l l e s t  n u m b e r  o f  s a m p l e s  i s  t h e
H o t e l l i n g  o r  e i g e n v e c t o r  t r a n s f o r m a t i o n  ( S e c t . 1 . 3 . 1 ) .
S i n c e  t h e  t r a n s f o r m  i s  n o t  s e p a r a b l e ,  t h e  i m a g e  ha s  t o
2
be c o n s i d e r e d  a o n e - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  o f  N p o i n t s
t r a n s f o r m e d  b y  t h e  p i c t u r e - d e p e n d e n t  m a t r i x  o f  e i g e n v e c t -
2 2o r s  o f  d i m e n s i o n s  N xN . B e c a u s e  t h e  m a t r i x  h a s  t o  be 
c o m p u t e d  f i r s t ,  t h e  p r o c e s s i n g  t i m e s  i n v o l v e d  a r e  v e r y  
l a r g e  and  t h e  e i g e n v e c t o r  t r a n s f o r m  i s  n o t  a p r a c t i c a l  
p r o p o s i t i o n  f o r  i m a g e  m a t r i c e s  o f  a n y  s i z e .  H o w e v e r ,  a 
s i m i l a r  a p p r o a c h  t o  t h e  ma x i mu m e f f i c i e n c y  i n  t h e  r e p ­
r e s e n t a t i o n  o f  i m a g e s  h as  i n t e r e s t i n g  a p p l i c a t i o n s  i n  i m a g e  
c o d i n g  and  r e s t o r a t i o n  b y  i n v e r s e  f i l t e r i n g  an d  i s  d e s ­
c r i b e d  b r i e f l y  h e r e .
R e c a l l i n g  t h a t  t h e  m a t r i x  n o t a t i o n  f o r  t h e  t w o -  
d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  l e a d s  u l t i m a t e l y  t o  a s u m m a t i o n  o f  
a l l  b a s i s  p i c t u r e s  d e s c r i b e d  b y  e q . 2 . 3 9 ,  t h e  o b j e c t i v e  
o f  i m a g e  c o d i n g  c a n  be d e s c r i b e d  b y :
N- 1 N-1
( 2 . 4 2 )
m = o n =U
w h e r e  o n l y  c e r t a i n  c o m b i n a t i o n s  o f  m and  n a r e  r e t a i n e d
f o r  t h e  r e p r e s e n t a t i o n j ^ g ^ ^ o f  ^ g ^ .  The  c r i t e r i a  on whi ch
t h e  G a r e  r e t a i n e d  o r  d i s c a r d e d  d e p e n d  on e n c o d e r  d e s i g n  m n
and  a r e  u s u a l l y  n o t  w e l l  r e l a t e d  t o  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p ­
e r t i e s  o f  t h e  t r a n s f o r m  d o m a i n  f o r  r e a s o n s  o f  d e s i g n  
s i m p l i c i t y .  Z o n a l  s a m p l i n g ,  w h e r e  o n l y  s a m p l e s  w i t h i n  a 
s p e c i f i e d  a r e a  o f  t h e  t r a n s f o r m  p l a n e s  a r e  r e t a i n e d ,  and
t h r e s h o l d  s a m p l i n g ,  w h e r e  t h e  G , . , . . ̂ mn w h i c h  a r e  s m a l l e r  i n
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m a g n i t u d e  t h a n  a p r e - d e t e r m i n e d  ( a n d  p o s s i b l y  a d a p t i v e )  
t h r e s h o l d  a r e  d i s c a r d e d ,  a r e  t w o  t y p i c a l  e x a m p l e s  o f  
e n c o d e r  d e s i g n .  I d e a l l y ,  t h e  d i s c a r d i n g  o f  t h e  
s a m p l e s  w i t h  t h e  s m a l l e s t  v a r i a n c e s  r e s u l t s  i n  t h e  
m i n i m u m  mean s q u a r e  e r r o r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  i m a g e  
f o r  t h a t  p a r t i c u l a r  t r a n s f o r m  a n d  b a n d w i d t h  r e d u c t i o n .
I n  t h e  c l a s s e s  o f  t r a n s f o r m  d i s c u s s e d ,  h o w e v e r ,  t h e r e  i s  
no i n n a t e  o r d e r i n g  o f  t h e  t r a n s f o r m  s a m p l e s  i n  t e r m s  o f  
d e c r e a s i n g  v a r i a n c e ;  so e n c o d e r  d e s i g n  t o  a c h i e v e  t h e  
m . s . e .  c r i t e r i o n  i s  e x c e s s i v e l y  c o m p l e x .
The  m a t r i x  e q u a t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  o r t h o g o n a l  
t r a n s f o r m a t i o n  h a s  a l r e a d y  b e e n  w r i t t e n  a s :
Cg] = [u].[GltvT
I f  [ u ]  and  [ v ]  w e r e  c h o s e n  s u c h  t h a t  b e c a me  a d i a g o n a l
m a t r i x ,  t h e  e q u a t i o n  w o u l d  r e p r e s e n t  t h e  d i a g o n a l i s a t i o n  
o f  [ G^ by  e i g e n v e c t o r  m a t r i c e s  and  [ v ] ,  i . e .
[ g l [ 9 ] ^ = [ u ] . [ G ] X u ] ^  ( 2 . 4 3 a )
[ g ] ^ [ g ]  = [ v l [ G ] X v ] *  ( 2 . 4 3 b )
a n d  [ ^ 1  ( 2 . 4 3 c )
A t e c h n i q u e  c a l l e d  s i n g u l a r  v a l u e  d e c o m p o s i t i o n  ( 5 VD)
e x i s t s  ( 1 0 5 )  t o  d i a g o n a l i s e  ^ G ]  so  t h a t  i m p l e m e n t a t i o n  
o f  e q . 2 . 4 3 c  i s  a p r a c t i c a l  p r o p o s i t i o n .  The  SVD a c t u a l l y  
d e t e r m i n e s  t h e  e i g e n v e c t o r s  a n d  v a l u e s  o f  [s"}  [ s  and  
^ g ^ ^ ^ g ^  w h e r e  t h e  c o l u m n s  o f  a r e  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f
3 ^ a n d  t h e  c o l u m n s  o f  ^  a r e  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f
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' The  i m a g e  i s  t h e n  r e p r e s e n t e d  b y  N s p e c t r a l
s a m p l e s  w h e r e  G =0 f o r  a l l  m^ n .  F o r t u n a t e l y  t h e  m n
s y m m e t r y  a n d  s q u a r e n e s s  o f  and  ^9 *3^ e n s u r e
t h a t  a l l  G^ ^  a r e  r e a l  and  t h a t  [ u ] a n d [ y ] a r e  o r t h o g o n a l .
R e t e n t i o n  o f  t h e  l a r g e s t  G t e r m s  l e a d s  t o  t h e  m o s tmn
e f f i c i e n t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  i m a g e  i n  t h e  m . s . e .  s e n s e  
f o r  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  r e t a i n e d  and  i s  d e s c r i b e d  b y :
G^. I J  . ( 2 . 4 4 )n n n 
n = o
w h e r e  K ^ N -1  and  r e f l e c t s  t h e  d e g r e e  o f  b a n d w i d t h  r e ­
d u c t i o n .  The  s a v i n g s  i n  b a n d w i d t h  o v e r  c o n v e n t i o n a l  
t r a n s f o r m  i m a g e  c o d i n g  a r e  o b v i o u s l y  v e r y  g r e a t ,  b u t  a t  
t h e  e x p e n s e  o f  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  SVD.  A n d r e w s  ( 1 0 6 )  
c l a i m s  t h a t  t h e  SVD a p p r o a c h  i s  an e f f i c i e n t  t o o l  f o r  
b a n d w i d t h  r e d u c t i o n ,  s h o w s  some e x c i t i n g  e x a m p l e s  o f  
i m a g e  r e c o n s t r u c t i o n  u s i n g  p r o g r e s s i v e l y  m o r e  G ^ t e r m s ,  
and  p o i n t s  o u t  t h a t  t h e  SVD c a n  be u s e d  as  a me a n s  f o r  
t h e  p s e u d o - i n v e r s i o n  o f  m a t r i c e s  d e s c r i b i n g  b o t h  S I P S F  
and  SVPSF d e g r a d a t i o n s  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  i m a g e  r e s t o r ­
a t i o n  .
We c o n c l u d e  t h a t  t h e  u s e s  o f  n o n - s i n u s o i d  a 1 t r a n s ­
f o r m a t i o n s  a r e  c u r r e n t l y  r e s t r i c t e d  t o  i m a g e  c o d i n g  and 
t o  o r t h o g o n a l  r o t a t i o n s  a i m e d  a t  a i d i n g  f e a t u r e  s e l e c t i o n  
f o r  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n ,  a l t h o u g h  t h e  SVD h a s  p o s s i b l e  
u s e s  i n  i m a g e  r e s t o r a t i o n .
2 . 5 CONCLUSI ONS
Th e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  h a s  b e e n  s h o wn
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t o  be i m p o r t a n t  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g  b e c a u s e  o f  i t s  
n a t u r a l  a n a l o g y  w i t h  o p t i c a l  i m a g e  p r o c e s s i n g .  When 
c o n s i d e r i n g  i t s  i m p l e m e n t a t i o n  on t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r ,  
a m a t r i x  n o t a t i o n  p r o v e s  c o n v e n i e n t  and  g i v e s  i n s i g h t  
i n t o  t h e  p h y s i c a l  e f f e c t s  o f  F o u r i e r  t r a n s f o r m  d e c o m p o s ­
i t i o n  o f  i m a g e s  i n t o  s p e c t r a l  c o m p o n e n t s .  T he  F o u r i e r  
s e r i e s  n a t u r e  o f  t h e  DFT i m p l i e s  a p s e u d o - p e r i o d i c  i m a g e  
a nd  t r a n s f o r m  s p a c e ,  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  w h i c h  a i d  i n  t h e  
u n d e r s t a n d i n g  o f  p i t f a l l s  w h i c h  c a n  o c c u r  when  t h e  DFT i s  
u s e d  i n d i s c r i m i n a t e l y .
The  m a t r i x  n o t a t i o n  and  t h e  c o n c e p t  o f  b a s i s  p i c t u r e s  
a l s o  p r o v e  t o  be u s e f u l  i n  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e r e  i s  an 
i n f i n i t e  s e t  o f  o r t h o g o n a l  m a t r i c e s  o f  p o s s i b l e  u t i l i t y  
i n  i m a g e  p r o c e s s i n g .  Some o f  t h e s e  m a t r i c e s  a r e  p a r t i c ­
u l a r l y  p o p u l a r  and  a r e  d e s c r i b e d  i n  mo r e  d e t a i l .  I t  i s  
c o n c l u d e d  t h a t  s u c h  t r a n s f o r m a t i o n s  a r e  u s e f u l  w h e r e  a 
d e t a i l e d  p h y s i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m  d o m a i n ,  
f r o m  t h e  s t a n d p o i n t  o f  o p e r a t i o n s  l i k e  t w o - d i m e n s i o n a l  
f i l t e r i n g ,  i s  n o t  i m p o r t a n t ;  h e n c e  i m a g e  c o d i n g  and  o r t h ­
o g o n a l  r o t a t i o n s  f o r  f e a t u r e  s e l e c t i o n  a r e  a r e a s  w h e r e  
n o n - s i n u s o i d  a 1 t r a n s f o r m s  f i n d  a p p l i c a t i o n .
The  m a t r i x  d e f i n i t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  d i s c ­
r e t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  e s p e c i a l l y  u s e f u l  when  c o n ­
s i d e r i n g  t h e  e f f e c t s  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  w i t h  i n t e g e r  
a r i t h m e t i c  and  i s  u s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r  i n  t h e  d e s c r i p ­
t i o n  o f  an i n t e g e r  2DDFT a n d  t h e  p r o b l e m s  c a u s e d  by  
d y n a m i c  r a n g e  c o n s t r a i n t s  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .
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CHAPTER 3
THE T WO- DI MENSI ONAL  S P A T I A L  FREQUENCY DOMAI N 
I N THE CONTEXT OF THE SMALL COMPUTER
3 . 1 I NTRODUCTI ON
I n  t h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r s  t h e  u s e  o f  t h e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g  h a s  b e e n  f i r m l y  e s t a b l i s h e d .  
I n  t h e  s p e c i f i c  a r e a s  o f  i m a g e  e n h a n c e m e n t  and  r e s t o r a t i o n ,  
i m a g e  c o d i n g  and  d a t a  e x t r a c t i o n ,  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
d i s c r e t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  h a s  b e e n  u s e d  e x t e n s i v e l y  f o r  
f i l t e r i n g ,  c o r r e l a t i o n ,  s p e c t r a l  a n a l y s i s  and  d a t a  
c o m p r e s s i o n  p u r p o s e s .  T he  a d v a n t a g e s  o f  t h e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  a p p r o a c h  t o  c o n v o l u t i o n  and  c o r r e l a t i o n  o f  i ma g e  
m a t r i c e s  i n  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r  s t e m  f r o m  t h e  a v a i l ­
a b i l i t y  o f  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  t r a n s f o r m ,  t h e  
e a s e  o f  f i l t e r  d e s i g n  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  and  
t h e  f a c t  t h a t  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  a r r a y  
i n t o  c o m p l e x  e x p o n e n t i a l  w a v e f o r m s  h as  a d i r e c t  a n d  w e l l  
u n d e r s t o o d  a n a l o g y  i n  o p t i c a l  F o u r i e r  t h e o r y .
I n  g e n e r a l ,  p o w e r f u l  c o m p u t i n g  f a c i l i t i e s  h a v e  b e e n  
f a v o u r e d  i n  o r d e r  t o  m a n i p u l a t e  t h e  l a r g e  v e c t o r s  and 
m a t r i c e s  i n v o l v e d  a t  an a c c e p t a b l e  s p e e d  w h i l s t  r e t a i n i n g  
t h e  n e c e s s a r y  a r i t h m e t i c  a c c u r a c y .  A l t h o u g h  t h e  u s e  o f  
s u c h  c o m p u t e r s  a l l o w s  c o n c e n t r a t i o n  on t h e  o v e r a l l  p r o ­
c e s s i n g  t a s k  by  r e d u c i n g  t h e  i m p o r t a n c e  o f  a r i t h m e t i c  
a c c u r a c y  and  e f f i c i e n t  p r o g r a m m i n g ,  t h e  u s e  o f  much
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s m a l l e r  c o m p u t e r s  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g ,  w i t h  t h e i r  a d v a n ­
t a g e s  o f  m o r e  p e r s o n a l  i n t e r a c t i o n ,  i s  n o t  p r e c l u d e d .  By 
u s i n g  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  and  m i n i m i s i n g  d a t a  m a n i p u l a t i o n  
i t  i s  p o s s i b l e  t o  c a r r y  o u t  a r a n g e  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  
t a s k s  on r e l a t i v e l y  s m a l l  m i n i c o m p u t e r s .
T h i s  c h a p t e r  c o n s i s t s  o f  t w o  s e c t i o n s .  The  f i r s t  
s e c t i o n  d e s c r i b e s  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  an i n t e g e r  t w o -  
d i m e n s i o n a l  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  on a c o m p u t e r  w i t h  
p a r t i c u l a r l y  s h o r t  w o r d  l e n g t h  and s m a l l  c o r e  s t o r e .  The 
p r o b l e m s  e n c o u n t e r e d  a r e  d u e  p r i m a r i l y  t o  t h e  h i g h  
d y n a m i c  r a n g e  o f  s p a t i a l  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  a nd  t o  t h e  
d i f f i c u l t y  i n  m a n i p u l a t i n g  v e r y  l a r g e  m a t r i c e s  w h i c h  c a n ­
n o t  be s t o r e d  i n  t h e  c o m p u t e r  me mo r y  i n  t h e i r  e n t i r e t y .  
The  s e c o n d  s e c t i o n  e x p l o r e s  t h e  p o s s i b l e  u s e s  o f  t h i s  
t r a n s f o r m  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g  w i t h  a v i e w  t o  d e t e r m i n i n g  
t h e  l i m i t a t i o n s  i m p o s e d  b y  a r i t h m e t i c  a c c u r a c y , a n d  s h o ws  
t h a t  t h e  p r o b l e m s  a r e  n o t  s o l v e d  m e r e l y  by  h a v i n g  a t w o -  
d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  r o u t i n e  a v a i l a b l e .  F i n a l l y ,  a 
s u m m a r y  o f  t h e  i m p o r t a n t  a s p e c t s  o f  t h e  i n v e s t i g a t i o n  i s  
m a d e .
3 . 2  A P RACT I CAL  TWO- DI ME NSI ONAL  FAST FOURI ER TRANSFORM
I n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  m i n i c o m p u t e r ,  i t  b e c o m e s  
i m p o r t a n t  t o  i n v e s t i g a t e  a l l  p o s s i b l e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  w h i c h ,  wh en  r e l a t e d  t o  t h e  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  o f  i m a g e  m a t r i c e s ,  may  r e s u l t  i n  c o m p u t a t i o n a l  
s a v i n g s .  B e c a u s e  o f  t h e  l a r g e  m a t r i c e s  i n v o l v e d ,  i t  i s
1 1 4
n e c e s s a r y  t o  s t o r e  i m a g e  d a t a  on e x t e r n a l  m e d i a  s u c h  
as  m a g n e t i c  d i s k  o r  h i g h  s p e e d  m a g n e t i c  t a p e ,  a n d  d a t a  
t r a n s f e r s  f e a t u r e  s i g n i f i c a n t l y  i n  t h e  t o t a l  p r o c e s s i n g  
t i m e  r e q u i r e d .  T h u s ,  a n y  s a v i n g  i n  t h e  q u a n t i t y  o f  d a t a  
r e q u i r e d  t o  r e p r e s e n t  an i m a g e  o r  i t s  t w o - d i m e n s i o n a l  
s p e c t r u m ,  n o t  o n l y  r e d u c e s  t h e  a c t u a l  c o m p u t a t i o n a l  t i m e  
b u t  a l s o  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e s  t h e  t i m e  w a s t e d  i n  t r a n s ­
f e r r i n g  d a t a  b a c k  a n d  f o r t h  f r o m  c o r e  s t o r e  t o  b a c k i n g  
s t o r e .  E x p l o i t a t i o n  o f  t h e  s y m m e t r y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
2DDFT m e n t i o n e d  i n  s e c t . 2 . 4 . 1 ,  r e s u l t s  i n  a s i g n i f i c a n t  
s a v i n g  i n  t h e  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  an i m a g e  m a t r i x .
H o w e v e r ,  a m o r e  d r a m a t i c  e c o n o m y  i s  a c h i e v e d  i f  t h e  
i m a g e  p i x e l s  a r e  r e p r e s e n t e d  d i g i t a l l y  b y  f i x e d - l e n g t h  
i n t e g e r  w o r d s .  T h e r e  i s  n o t h i n g  new i n  t h i s  c o n c e p t  
s i n c e  m o s t  i m a g e  i n p u t  d e v i c e s  r e s u l t  i n  v a s t  q u a n t i t i e s  
o f  i n t e g e r  d a t a ;  t h i s  i s  p r i m a r i l y  a f u n c t i o n  o f  t h e  
r e l a t i v e  d i f f i c u l t y  o f  d e s i g n i n g  h i g h - s p e e d  a n a l o g u e  t o  
d i g i t a l  c o n v e r t e r s .  The  m o r e  i n t e r e s t i n g  p r o b l e m ,  t o  
w h i c h  t h i s  s e c t i o n  i s  d e v o t e d ,  i s  w h e t h e r  i t  i s  p o s s i b l e  
t o  p e r f o r m  t h e  e n t i r e  t r a n s f o r m  o p e r a t i o n  w i t h i n  t h e  
r e s t r i c t i o n s  i m p o s e d  by  a f i x e d  i n t e g e r  w o r d  l e n g t h .  I f  
t h i s  i s  p o s s i b l e ,  t h e n  t h e  s a v i n g s  i n  s t o r a g e  r e q u i r e ­
m e n t s  and  c o m p u t a t i o n a l  t i m e s  l e a d  t o  a r e d u c t i o n  i n  t h e  
t i m e  r e q u i r e d  t o  c o m p u t e  a 2DDFT o f  t h e  o r d e r  o f  f i v e  t o  
t e n  t i m e s .  A r e d u c t i o n  i n  t h e  t i m e  t a k e n  t o  c o m p u t e  a 
2DDFT f r o m  a p p r o x i m a t e l y  2 0 m i n u t e s  t o  3 m i n u t e s  c l e a r l y  
h a s  i m p l i c a t i o n s  i n  t h e  p r a c t i c a b i l i t y  o f  t w o - d i m e n s i o n a l
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i m a g e  p r o c e s s i n g  w i t h  s m a l l  c o m p u t e r s .  S e c o n d l y ,  s p e c i a l  
p u r p o s e  h a r d w a r e  r e a l i z a t i o n s  o f  t h e  2DPFT a r e  f a r  s i m p l e r  
t o  d e s i g n  i f  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  i s  e m p l o y e d .  The  n a t u r a l  
q u e s t i o n  o f  o p t i m u m  w o r d  l e n g t h ,  f o r  t h i s  p u r p o s e ,  c a n  be 
a n s w e r e d ,  a t  l e a s t  e m p i r i c a l l y ,  b y  i m p l e m e n t i n g  t h e  2DFFT 
on a g e n e r a l - p u r p o s e  s m a l l  c o m p u t e r .
W h i l s t  o n e - d i m e n s i o n a l  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  a r e  
f r e q u e n t l y  i m p l e m e n t e d  w i t h  i n t e g e r  a r i t h m e t i c ,  f o r  p u r ­
p o s e s  o f  h i g h  s p e e d  c o n v o l u t i o n  o f  e s s e n t i a l l y  i n f i n i t e  
t i m e  s e q u e n c e s  b y  s e c t i o n i n g  ( a s  f o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  d i g ­
i t a l  p r o c e s s i n g  o f  s p e e c h  s i g n a l s ) ,  t h e  d y n a m i c  r a n g e  
c o n s t r a i n t s  i m p o s e d  b y  s u c h  t r a n s f o r m s  a r e  v e r y  much l e s s  
s e v e r e  t h a n  i n  t h e  c a s e  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m s .  
A l t h o u g h  some c o n s i d e r a b l e  e f f o r t  h as  g o n e  i n t o  t h e  
a n a l y s i s  o f  e r r o r s  r e s u l t i n g  f r o m  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  f o r  
t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  c a s e ,  t h e r e  a p p e a r  t o  h a v e  b e e n  no 
e q u i v a l e n t  a t t e m p t s  f o r  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  c a s e .
T he  v e h i c l e  o f  m a t r i x  t h e o r y  i s  e x t e n d e d  f r o m  i t s  
d e v e l o p m e n t  i n  c h a p t e r  t w o  t o  d e t e r m i n e  t h e  e f f i c i e n t  
o r g a n i s a t i o n  o f  a 2DFFT r o u t i n e  u s i n g  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  
t h r o u g h o u t ,  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  o p t i m i s i n g  a r i t h ­
m e t i c  a c c u r a c y  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  w o r d  l e n g t h  e m p l o y e d .
A d e l i b e r a t e l y  s h o r t  w o r d  l e n g t h  i s  usled i n  o r d e r  t o  
e m p h a s i s e  t h e  n a t u r e  o f  t h e  e r r o r s  w h i c h  o c c u r  and  a r e  
a g g r a v a t e d  b y  s u b s e q u e n t  m o d i f i c a t i o n s  t o  t h e  s p a t i a l  
f r e q u e n c y  d o m a i n .  The  o t h e r  m a j o r  t i m e - c o n s u m i n g
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o p e r a t i o n  i n h e r e n t  i n  t h e  2DFFT i s  t h e  t r a n s p o s i t i o n  o f  
a l a r g e  m a t r i x  a t  some p o i n t  i n  t h e  c o m p u t a t i o n  w h i c h  i s  
u n f o r t u n a t e l y  u n a v o i d a b l e  wh e n  t h e  m a t r i x  s i z e  e x c e e d s  
t h e  c o r e  s p a c e  a v a i l a b l e .  H o w e v e r ,  an e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  
h a s  b e e n  f o u n d  f o r  t h i s  t r a n s p o s i t i o n .  T h i s  a l g o r i t h m  
a l s o  b e n e f i t s  f r o m  t h e  m i n i m i s e d  s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s  o f  
i n t e g e r  d a t a .
3 . 2 . 1  SHORT WORD LENGTH AND THE FAST FOURI ER TRANSFORM
R e t u r n i n g  t o  t h e  m a t r i x  d e s c r i p t i o n  f o r  an o r t h o g o n a l  
t r a n s f o r m a t i o n ,  a o n e - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  o f  a r o w  
v e c t o r ,  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  r e l a t i o n :
1I^ = X ^ [ U ] ^  ( 3 . 1 )
—' t
w h e r e  U i s  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  r o w  v e c t o r  o f  t h e  t r a n s ­
f o r m  s a m p l e s .  R e c a l l  t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m ,  t h e  m a t r i x  ^U]  i s  r e p r e s e n t e d  b y  e q . 2 . 4 2 .  The 
t r a n s f o r m  e v i d e n t l y  d e c o m p o s e s  X i n t o  s e t s  o f  c o m p l e x  
e x p o n e n t i a l  w a v e f o r m s  w h e r e  t h e  n t  h . s p e c t r a l  c o m p o n e n t , ;
U ^ , i s  r e l a t e d  t o  t h e  d e g r e e  o f  s i m i l a r i t y  b e t w e e n  X and 
t h e  N t h .  c o l u m n  o f  [ u ] ^ ( i . e .  t h e  N t h .  r o w  o f  [ U ^ ) .  L e t  
us l o o k  a t  t h e  d e c o m p o s i t i o n  i n  m o r e  d e t a i l  t o  d e t e r m i n e  
how t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  v e c t o r  U a r e  r e l a t e d  t o  t h o s e  
o f  t L
F o r  t h e  c a s e  N = 8 : -
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X t I.
= e x p ^ - j  2 7r / g  I
"w° w° w° w° w° w° w°
w° w' w ' w '
w° w°
w° w ' w '
w° w° w° w°
w° w ' w '
w° w ' w°
w° w" w '
(3.2)
I t  i s  e v i d e n t  t h a t  i n  a mean s q u a r e  s e n s e ,  t h e  v a l u e  o f  
"bU i s  N t i m e s  t h a t  o f  X . T h i s  c o n c l u s i o n  c o u l d  h a v e  
b e e n  r e a c h e d  b y  c o n s i d e r i n g  P a r s e v a l ' s  r e l a t i o n .
( 3 . 3 )
C l e a r l y  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  e n t r o p y - p r e s e r v i n g  i f  
t h e  f a c t o r  l\l i s  i n c l u d e d  as a s c a l e  f a c t o r  a t  t h e  end o f  
t h e  t r a n s f o r m ,  b u t  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  i n t e g e r  a r i t h ­
m e t i c ,  we w o u l d  p r e f e r  t o  l e a v e  t h e  t r a n s f o r m  s a m p l e s  u n ­
n o r m a l i s e d  t o  r e t a i n  ma x i mu m a c c u r a c y .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  
c a s e  f o r  an a l l - o n e s  v e c t o r  X w o u l d  r e s u l t  i n  a v e c t o r  U 
w h e r e  u^  = N a nd  u .j t o  Uj  ̂  ̂ a r e  a l l  z e r o .
H o w e v e r ,  t h e  FFT a l g o r i t h m  d o e s  n o t  p e r f o r m  t h e  v e c -  
t o r - m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  o f  e q . 3 . 1  d i r e c t l y .  I n s t e a d ,  
t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  m a t r i x  i s  f a c t o r i z e d  b y  G o o d ' s  t e c h ­
n i q u e  t o  r e s u l t  i n  a s e r i e s  o f  s p a r s e  m a t r i c e s  e a c h  r e q u i r ­
i n g  2 N o p e r a t i o n s  ( 1 0 7 ) .  T h i s  f a c t o r i z a t i o n  l e a d s  t o  t h e  
c l a s s i c  C o o l e y - T u k e y  a l g o r i t h m  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e
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DFT.  T h i s  a l g o r i t h m  i s  i l l u s t r a t e d  m o s t  s u c c i n c t l y  by  
a s i g n a l  f l o w  g r a p h ,  an e x a m p l e  o f  w h i c h  i s  p r o v i d e d  i n  
f i g . 3 . 1  a g a i n  f o r  l\l = B ( 1 0 8 ) .  C l o s e r  e x a m i n a t i o n  o f  f i g . 3.1
U = ( X +W X . )  + W□ o 4
0 . = ( X +W^ X . ) +
I o 4
U = ( x  + W ° x . )  +4 0 4
U = ( X +W^X . ) +
J O  4
U . = ( X + W° X . ) 4- W°4 o 4
Ü = ( X +W^ X . ) +b o  4
U f = ( x  + W ° x . )  + D O  4
0 ^ = ( X + W ^ x . )  +I o 4
n , ,n ( Mod 8 S i n c e  W =W
x ^  +W X g ) + W 
X 2  +W^ X g ) + W ^
WXg+W X g ) +
X2 + W ^ X g ) +
x ^ + W ° X g ) +
X2 + W ^ X g ) +
X 2  +W X g ) + W
X2 +W^ X g ) +
s f o r U0 1 0 U7 :
+W° x g + w° Xg+W° Xy
H-W'^Xg +
,,4
X g +W X y
+W°Xg +
+ X 3 + W^ * 7




+ W ° x g ] + X 3 + W ° X 7
X g + X 2 W X y
f o r  t h i s  c a s e ,  t h e s e  e i g h t  r e l a t i o n ­
s h i p s  c a n  e a s i l y  be s e e n  t o  be t h e  l i n e a r  e q u a t i o n s  
e x p a n s i o n  o f  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n ,  e q . 3 . 2 ,  b u t  c o m p u t e d  
i n  2 N L o g 2 N r e a l  m u l t i p l i c a t i o n s  and  a d d i t i o n s  a t  t h e  ma x ­
i mu m.  F u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n s  r e s u l t  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  
W° = 1 .
A t  e a c h  s t a g e  i n  t h e  s e q u e n c e ,  p a i r s  o f  s a m p l e s  i n  
t h e  d a t a  v e c t o r  a r e  u p d a t e d  b y  o n e  c o m p l e x  m u l t i p l i c a t i o n  
and  a d d i t i o n  e a c h ,  f r o m  t h e  e x i s t i n g  p a i r  o f  s a m p l e s ,  i . a .
a + j b = ( c + j d ) + ( e + j f ) W  
x + j y = ( c + j d ) - ( e + j f ) W
( 3 . 4 a )
( 3 . 4 b )
w h e r e  W i s  o n e  o f  t h e  c o m p l e x  r o o t s  o f  u n i t y  r e s u l t i n g  
f r o m  t h e  c o l u m n s  o f  t h e  t r a n s f o r m  m a t r i x .  S i n c e  n e i t h e r
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f i g , 3.1: Signal flow graph for N"8 FFT
e t-------------- — ----------------% a  --------------------- ---------------------------
y / W °
y X v °
W ki
y /  y / w '
y / W °  /
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\ X w  \
/ W °  y /
/  /
\ .
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------- ►------ HSH-------------
/ N .  v /4  y /  
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W' W'
Arrows represent transmissions
Non-unity transmiisipns have 'gains alongside
All transmissions into a node are summed
t h e  r e a l  n o r  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  W c a n  e x c e e d  u n i t y ,  
i t  f o l l o w s  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  k e e p  t h e  s e q u e n c e  
s c a l e d  i n  a way  w h i c h  p r e v e n t s  an i n t e g e r  o v e r f l o w  i n  
e i t h e r  t h e  r e a l  o r  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  s a m p l e s  i n  t h e  
s e q u e n c e  b y  d i v i d i n g  b y  2 b e f o r e  e a c h  s t a g e .  H e n c e  f o r  
t h e  w o r s t - c a s e  c o n d i t i o n  o f  t h e  a l l - o n e s  i n p u t  v e c t o r ,  
t h e  f i n a l  s e q u e n c e  c o n s i s t s  o f  U^ = 1,  U  ̂ t o  U|  ̂ .j =0 and 
i n t e g e r  o v e r f l o w  i s  j u s t  a v o i d e d  t h r o u g h o u t .
C o n c e p t u a l l y ,  i t  i s  t h e  ma x i mu m s p e c t r a l  v a l u e  
e n c o u n t e r e d  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  d e g r e e  o f  s c a l i n g  n e c ­
e s s a r y ;  d i v i s i o n  b y  2 a t  e a c h  s t a g e  o f  t h e  FFT i s  t h e r e ­
f o r e  n o t  n o r m a l l y  d e s i r a b l e  i f  t h e  g o a l  i s  n u m e r i c a l  
a c c u r a c y ,  i n s t e a d  t h i s  r e p r e s e n t s  an u p p e r  b o u n d  on t h e  
d e g r e e  o f  s c a l i n g  w h i c h  m i g h t  be n e c e s s a r y .  Two a l t e r n a t ­
i v e  t e c h n i q u e s  t o  i m p r o v e  a c c u r a c y  a r e  p o s s i b l e ,  w i t h  a 
m i n i m a l  i n c r e a s e  i n  t h e  c o m p u t i n g  t i m e .  The  f i r s t  t e c h ­
n i q u e  i s  t o  c h e c k  f o r  p o s s i b l e  o v e r f l o w s  b e f o r e  e a c h
s t a g e .  I f  N i s  t h e  l a r q e s t  s i g n e d  i n t e g e r  w h i c h  c a nmax z) z) z>
be r e p r e s e n t e d  on t h e  c o m p u t e r ,  t h e n  f o r  no o v e r f l o w  t o  
o c c u r ,
‘ " n  + ( 3 . 5 a )
a n d  ( x ^  + y n > X ' ^ m a x / 2  ( 3 . 5 b )
f o r  a l l  N / 2  p a i r s  o f  o p e r a t i o n s .  I f  t h i s  c o n d i t i o n  i s  
n o t  m e t ,  t h e  w h o l e  s e q u e n c e  i s  s c a l e d  b y  2 b e f o r e  t h e  
n e x t  s t a g e .
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A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  o v e r f l o w  c o n d i t i o n  c a n  be t e s t e d  
b e f o r e  e a c h  p a i r  o f  m u l t i p l i c a t i o n s  and  t h e  w h o l e  
s e q u e n c e  d i v i d e d  by  2 b e f o r e  c o n t i n u i n g .  T h i s  t e c h n i q u e  
r e s u l t s  i n  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  o f  s c a l i n g  o p e r a t i o n s  and 
h a s  t h e  a d v a n t a g e  ; t h a t  t h e  i n i t i a l  s e q u e n c e ,  X » c a n  be 
s c a l e d  t o  be
( R e ( x ^ ) 2 +  ( 3 . 6 a )
r a t h e r  t h a n
( R e ( X n ) Z  + I m ( X n ) 2 ) 7 j / N ^ a x / 2  ( 3 . 6 b )
f o r  t h e  o t h e r  t e c h n i q u e s .  The  c o m p u t a t i o n a l  l o a d  i s  
a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  i n  e i t h e r  c a s e .  The  l a s t  t e c h n i q u e  
d e s c r i b e d  o b v i o u s l y  r e s u l t s  i n  t h e  ma x i mu m a r i t h m e t i c  
a c c u r a c y  p o s s i b l e  w i t h i n  t h e  c o n s t r a i n t  o f  d i v i s i o n  by  
p o w e r s  o f  2 a n d  i s  t h e r e f o r e  d e s i r a b l e  f r o m  t h e  t w o - d i m ­
e n s i o n a l  p o i n t  o f  v i e w .  I f  t h e  v e c t o r  r e s u l t i n g  f r o m  
t h i s  FFT a l g o r i t h m  i s  d e n o t e d  b y  V , t h e n  t h e  r e l a t i o n -  
s h i p  b e t w e e n  V an d  t h e  s p e c t r a l  v e c t o r  e x p e c t e d  f r o m  t h e  
DFT , i s  :
( 3 . 7 )
w h e r e  k i s  t h e  n u m b e r  o f  s c a l i n g  o p e r a t i o n s  c a r r i e d  o u t  
by  t h e  FFT and  i n  w o r s t  c a s e  c o n d i t i o n s  w i l l  be e q u a l  t o  
L o g 2 N .
Two c o n c l u s i o n s  a r e  r e l e v a n t  t o  a t w o - d i m e n s i o n a l  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h i s  a l g o r i t h m .  F i r s t ,  t h e  m a g n i t u d e  
o f  s a m p l e s  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e  w i l l  be  much
1 2 1
l a r g e r  t h a n  t h o s e  i n  t h e  o r i g i n a l  i m a g e ,  i n  an r . m . s .  
s e n s e ,  and  t h e  d y n a m i c  r a n g e  o f  t h o s e  s a m p l e s  w i l l  be 
c o r r e s p o n d i n g l y  much g r e a t e r .  S e c o n d ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  
e r r o r s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  s c a l i n g  o p e r a t i o n s  n e c e s s a r y  t o  
p r e v e n t  i n t e g e r  o v e r f l o w  i s  a r e s u l t  o f  t h e  i m a g e  m a t r i x  
s i z e  as  w e l l  as  t h e  d y n a m i c  r a n g e  o f  t h e  s p a t i a l  f r e ­
q u e n c y  s a m p l e s ,  and  i n c r e a s e s  a t  a r a t e  p r o p o r t i o n a l  t o  
L o g ^ N  .
3 . 2 . 2  THE ORGANI SATI ON OF A D I G I T A L  TWO- DI MENSI ONAL  
FAST FOURI ER TRANSFORM
A t w o - d i m e n s i o n a l  o r t h o g o n a l  t r a n s f o r m a t i o n  i s  
r e p r e s e n t e d  b y  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n ,  e q . 2 . 3 9 ,  w h i c h  i s  
r e p e a t e d  h e r e ;
[ G ]  =  M  j  [ g  ] . [ v ]
w h i c h  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  r e d u c e s  t o ;
[ G]  = M [ g ] . L ]  ( 3 . 8 )
s i n c e  t h e  F o u r i e r  m a t r i x  ( e q . 2 . 4 2 )  i s  u s e d  f o r  t h e  
o r t h o g o n a l  d e c o m p o s i t i o n  o f  b o t h  t h e  r o w s  a n d  c o l u m n s  o f  
g , and  i s  s y m m e t r i c ,  i . e .  [F ]  ^ = | F̂ ]  . B e c a u s e  [ F ] J g ] =  j [ g ,
t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  2DFFT o f  an i m a g e  m a t r i x  o f  
d i m e n s i o n s  NxN i s  e v i d e n t l y  a c c o m p l i s h e d  b y  p e r f o r m i n g  a 
s e t  o f  N s e q u e n t i a l  t r a n s f o r m s  i n d i c a t e d  b y  e q . 3 . 1  on t h e  
r o w s  o f  [g*] f o l l o w e d  b y  a f u r t h e r  N t r a n s f o r m s  on t h e  
c o l u m n s  o f  t h e  r e s u l t i n g  m a t r i x .  A t  f i r s t  s i g h t ,  t h e n ,  
t h e  2DFFT w o u l d  seem t o  r e q u i r e  2 N s e q u e n t i a l  I D F F T ’ s and
1 2 2
2
t o  r e s u l t  i n  N c o m p l e x  s p e c t r a l  v a l u e s ,  an i n c r e a s e  o f  
2 t i m e s  i n  s t o r a g e  o v e r  t h e  i m a g e  m a t r i x .  H o w e v e r ,  we 
h a v e  a l r e a d y  n o t e d  t h a t  t h e  DFT i s  e n t r o p y - p r e s e r v i n g  i n  
t h e  c o n t e x t  o f  i n f o r m a t i o n  t h e o r y ,  s o  some s i m p l i f i c a t i o n  
m u s t  b r i n g  a b o u t  a r e d u c t i o n  i n  s t o r a g e  s u c h  t h a t  t h e  
r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  i m a g e  and  i t s  s p e c t r u m  a r e ,  a t  l e a s t  
a p p r o x i m a t e l y ,  e q u a l .
A t  t h i s  p o i n t ,  i t  i s  u s e f u l  t o  r e c a l l  t h a t  t h e  i m a g e  
m a t r i x  c o n s i s t s  o f  p o s i t i v e  r e a l  and  n o n - z e r o  p i x e l s .  
C o n s e q u e n t l y ,  t h e  f i r s t  N t r a n s f o r m a t i o n s  on t h e  r o w s  o f  
t h e  i m a g e  m a t r i x  h a v e  as  t h e i r  i n p u t s ,  v e c t o r s  o f  N p o s ­
i t i v e  r e a l  s a m p l e s .  The  w e l l - k n o w n  c o n j u g a t e  s y m m e t r y  
p r o p e r t y  o f  t h e  DFT,  i . e ;
N—
G ( u ) =t y  q ( x )  . i C a s 2t r ,  u x - j S i n 2 7r. u x l  
^  I n N j
( 3 . 9 )
a n d  , f o r  g ( x ) r e a l .
r  ^ ~ I
R e ) G ( u ) |  = y  q ( x )  . C o s 2 t t . ux ( i . e .  e v e n  i n  u )  ( 3 . 1 0 a  
^ J x ^  N
r "1  ̂~
and  I  m | g ( u )[= ̂  | -  g ( x ) . 5 i  n 2 Tf. u x ( i . e .  odd  i n  u)  ( 3 . 1 0 b )
 ̂ ) x = o  N
e n s u r e s  t h a t  o n l y  o n e - h a l f  o f  t h e  c o m p l e x  s p e c t r u m  s a m p l e s  
n e e d  be r e t a i n e d  f o r  a c o m p l e t e  k n o w l e d g e  o f  t h e  o r i g i n a l  
v e c t o r .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  p r o b l e m  o f  r e t a i n i n g  t h e  n y q u i s t  
s a m p l e  ( u  = N / 2 )  i s  o v e r c o m e  b e c a u s e ,  f r o m  e q . 3 . 1  O b , b o t h  
n y q u i s t  and  d . c .  s a m p l e s  h a v e  z e r o  i m a g i n a r y  pr dr t s  . An
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e n t i r e  k n o w l e d g e  o f  t h e  o r i g i n a l  v e c t o r  i s  t h e r e f o r e  
m a i n t a i n e d  i n  p r e c i s e l y  N s t  o’r  a g e  l o c a t i o n s ,  o r d e r e d  i n  
t h e  f a s h i o n  s h o w n  i n  f i g . 3 . 2 .  T h i s  e f f i c i e n t  s t o r a g e  
s c h e me  i s  n o t  o f  p r i m e  i m p o r t a n c e  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  
1 DFFT ,  b u t  c l e a r l y  ma k e s  f o r  a s i g n i f i c a n t  s a v i n g  o f  
s t o r a g e  s p a c e  i n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  c a s e .  N o t e  a l s o  t h a t ,  
b e c a u s e  t h e  i m a g e  r o w  v e c t o r s  a r e  r e a l ,  t h e  n u m b e r  o f  
c o m p l e x  I D F F T ' s  r e q u i r e d  i s  a c t u a l l y  N / 2 .  T h i s  c a n  be 
i m p l e m e n t e d  u s i n g  e i t h e r  N / 2  c o m p l e x  I D F F T ' s  o r  N r e a l  
I D F F T ' s .  I n  e i t h e r  c a s e ,  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  w i l l  be 
p r o p o r t i o n a l  t o  N ^ L o g g N .  T h i s  s e t  o f  t r a n s f o r m s  i s  d e s ­
c r i b e d  b y ;
[g '] = ( 3 . 1 1 )
The s e c o n d  s t a g e ,  w h i c h  c o m p l e t e s  t h e  2 D F F T ,  c o n s i s t s  
o f  t r a n s f o r m i n g  t h e  c o l u m n s  o f  [ g ' J  b y [ F j  ; u n f o r t u n a t e l y ,  
we m u s t  a s s u me  t h a t  t h e  c o m p l e t e  m a t r i x  [ g' J c a n n o t  be 
s t o r e d  i n  h i g h - s p e e d  me mo r y  on an a v e r a g e  m i n i c o m p u t e r .
F o r  e x a m p l e ,  a t y p i c a l  i n t e g e r  i m a g e  m a t r i x ,  o f  s i z e  
2 5 6 x 2 5 6 ,  r e q u i r e s  6 5 5 3 6  l o c a t i o n s  o f  s t o r e .  I n d e e d ,  many  
l a r g e - s c a l e  c o m p u t i n g  i n s t a l l a t i o n s  a r e  u n l i k e l y  t o  be 
a b l e  t o  p r o v i d e  t h i s  a m o u n t  o f  s t o r a g e  s i m p l y  f o r  d a t a  
a l o n e .  H o w e v e r ,  s t o r a g e  o f  j^g'J r o w - b y - r o w  ( i . e .  i n  s e q ­
u e n t i a l  r o w  a c c e s s )  on an e x t e r n a l  me d i u m  o f  m a g n e t i c  
d i s k  o r  t a p e  p r e c l u d e s  e c o n o m i c a l  a c c e s s  o f  c o l u m n s  o f  
^g ' ] . A p p a r e n t l y ,  t h e  o n l y  f e a s i b l e  c o n t i n u a t i o n  o f  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  i s  t o  t r a n s p o s e  ^g '] on t h e  e x t e r n a l  d e v i c e ;  
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FIG. 3.3: Optimum sequential column access storage of complex Fourier spectrum,G^(u,vj
s e c t . 3 . 2 . 3 .  A s s u m i n g  t h a t  t h e r e  e x i s t s  an e f f i c i e n t  t e c h ­
n i q u e  f o r  f o r m i n g  ^ ’ c o m p u t a t i o n  o f  t h e  2DFFT p r o c e e d s
a l o n g  t h e  f o l l o w i n g  l i n e s :
H e n c e
[G l = [ F l l g ’]  ( 3 . 1 2 )
= t ' l U F j *
= [ g ' ] ^ . [ F ]  ( 3 . 1 3 )
T he  c o m p l e t e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  t h e n  r e p r e s e n t e d  b y :
Ig ] 4  [ [ g ] [ F ] ) ' = . [ F ]  ( 3 . 1 4 )
N o t e  t h a t  t h e  f i n a l  r e s u l t  i s  a c t u a l l y H o w e v e r ,  t h e  
c h o i c e  o f  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n
i n t e r n a l  t o  t h e  c o m p u t e r  i s  e s s e n t i a l l y  a r b i t r a r y ;  f r o m  t h e
p o i n t  o f  v i e w  o f  s u b s e q u e n t  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p r o c e s s i n g ,  
i t  d o e s  n o t  much m a t t e r  w h e t h e r ^ ^ o r ^ C ] ^  i s  t h e  e n d - p r o d u c t  
The  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  r o w s  o f  a g a i n  r e q u i r e s
p r e c i s e l y  N / 2  c o m p l e x  t r a n s f o r m s .  R e c a l l i n g  t h e  e f f e c t  o f  
c o n j u g a t e  s y m m e t r y  on t h e  s t o r a g e  m e c h a n i s m s  f o r  ^g'"] , i t  
i s  s e e n  t h a t  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  e q . 3 . 1 3  r e q u i r e s  t w o  
r e a l  I D F F T ' s ,  o n e  f o r  t h e  r o w  o f  e x i s t i n g  d . c .  s a m p l e s ,  
a l l  r e a l ,  a n d  o n e  f o r  t h e  r o w  o f  n y q u i s t  s a m p l e s ,  a g a i n  
a l l  r e a l ,  f o l l o w e d  b y  a t o t a l  o f  ( N / 2 ) - 1  c o m p l e x  I D F F T ' s  
on t h e  r e m a i n i n g  p a i r s  o f  r o w s  o f  [ g ^  . The  u l t i m a t e  
m a t r i x  ^ c o n s i s t s  o f  r o w s  o f  s p a t i a l  f r e q u e n c y  v e c t o r s
as i l l u s t r a t e d  i n  f i g . 3 . 3  and  t h e r e f o r e  c o n t a i n s  e x a c t l y
2 2 
N e l e m e n t s ,  o f  w h i c h  (N / 2 ) - 2  a r e  i m a g i n a r y  c o m p o n e n t s
2
and  (N / 2 ) + 2  a r e  r e a l  c o m p o n e n t s .  The o p p o s i t e  h a l f  o f
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t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e  c a n  o f  c o u r s e  be s i m p l y  r e ­
c o n s t r u c t e d  i f  n e c e s s a r y  ( u s u a l l y  i t  i s  n o t )  by  n o t i n g  
t h a t  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  o b e y s  t h e  c o n j u g a t e  
s y m m e t r y  p r o p e r t y :
G ( u , v ) = G * ( - u , - v )  ( 3 . 1 5 )
as  s h o wn  i n  f i g . 3 . 4 ,  w h e r e  z e r o  s p a t i a l  f r e q u e n c y  i s  a t  
t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  u and  v a x e s .  I n  s u m m a r y ,  t h e  c o m p ­
u t a t i o n  o f  a 2DFFT i s  c a r r i e d  o u t  i n  t h r e e  s t a g e s .
F i r s t l y ,  t h e  N r o w s  o f  t h e  i m a g e  a r e  t r a n s f o r m e d  s e q u e n t ­
i a l l y .  S e c o n d l y ,  t h e  r e s u l t i n g  m a t r i x  i s  t r a n s p o s e d .  
T h i r d l y ,  N / 2  r o w s  o f  c o m p l e x  d a t a  a r e  t r a n s f o r m e d .
The  c o m p u t a t i o n  o f  a 2DFFT as  d e s c r i b e d  t h u s  f a r  i s  
e q u a l l y  a p p l i c a b l e  t o  a n y  i m p l e m e n t a t i o n ,  w h a t e v e r  t y p e  o f  
a r i t h m e t i c  i s  e m p l o y e d .  H o w e v e r ,  f u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n s  
o f  n u m e r i c a l  a c c u r a c y  b e c o me  h i g h l y  i m p o r t a n t  i f  i n t e g e r  
a r i t h m e t i c  i s  u s e d ,  e s p e c i a l l y  when  t h e  w o r d  l e n g t h  i s  
s h o r t ;  i n d e e d ,  s t r a i g h t f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  o f  i n t e g e r  
a r i t h m e t i c  r e s u l t s  i n  a t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  w h i c h  i s  
a g r o s s l y  i n a c c u r a t e  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  t r u e  s p e c t r u m .  
R e f e r e n c e  t o  e q . 3 . 7  r e m i n d s  us  t h a t  t h e  1DFFT w h i c h  
a c h i e v e s  t h e  b e s t  p o s s i b l e  a c c u r a c y  u n d e r  p r e v a i l i n g  c o n ­
d i t i o n s  h as  a s s o c i a t e d  w i t h  i t  a s c a l e  f a c t o r  w h i c h  
r e p r e s e n t s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  o u t p u t  v e c t o r  o f  t h e  
1DFFT and  t h e  t r u e  v e c t o r  w h i c h  w o u l d  h a v e  b e e n  c o m p u t e d  
by  t h e  DFT.  When a o n e - d i m e n s i o n a l  a l g o r i t h m  o f  t h i s  
t y p e  i s  u s e d  as  p a r t  o f  a 2DFFT a l g o r i t h m ,  i t  i s  c l e a r  
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d u r i n g  t h e  t r a n s f o r m .  I t  i s  t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t o  r e ­
d e f i n e  t h e  m a t r i x  o p e r a t i o n s  o f  e q s . 3 . 1 1 ,  3 . 1 3  and  3 . 1 4
t o  i n c l u d e  t h e  e f f e c t s  o f  s c a l i n g .
The  f i r s t  s t a g e  o f  t r a n s f o r m a t i o n  r e s u l t s  i n  N r o w s  
o f  s p e c t r a  e a c h  w i t h  an a s s o c i a t e d  s c a l e  f a c t o r  , 
r e p r e s e n t e d  b y ;
[9  ' ]  = W [ g '1 = [ 9K 1" ]  i [ J ]  =
J. □ □ 0o
\
\
( 3 . 1 6 )
N- 1
w h e r e  i s  a s e t  o f  s c a l e d  r o w  v e c t o r s  o f  j^g j ) . Ea c h
s c a l e  f a c t o r  i s  a m u l t i p l i c a t i v e  c o n s t a n t  o f  on t h e
c o r r e s p o n d i n g  r o w  o f  ^g' "]  • D u r i n g  t h e  s e c o n d  s e t  o f  o n e ­
d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m a t i o n s ,  a n o t h e r  s e t  o f  s c a l e  f a c t o r s  
a r e  g e n e r a t e d ,  , w h e r e  n v a r i e s  f r o m  0 t o  N / 2 ,  i . e .  
t h e r e  a r e  ( N / 2 ) + 1  s u c h  f a c t o r s :






( 3 . 1 7 )
w h e r e  a g a i n  i s  a m u l t i p l i c a t i v e  f a c t o r  o f  2 *  w h e r e
r e p r e s e n t s  t h e  n u m b e r  o f  l e f t  s h i f t s  o f  t h e  i n t e g e r ,  
b i n a r y  w o r d .  I n  o r d e r  t o  c o n s e r v e  a c c u r a c y ,  we w o u l d  l i k e  
t o  a v o i d  a n y  s c a l i n g  o p e r a t i o n s  w h a t s o e v e r ,  a b o v e  t h o s e
1 2 7
i m p l i c i t  i n  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  a l g o r i t h m .  H o w e v e r ,  i t  
i s  e v i d e n t  f r o m  t h e  o r d e r  o f  m a t r i x  o p e r a t i o n s  i n  e q . 3 . 1 7  
t h a t  some f o r m  o f  r e s c a l i n g  i s  u n a v o i d a b l e .
One i n t e r p r e t a t i o n  o f  e q . 3 . 1 7  i s  t o  c o n s i d e r  e a c h  
c o l u m n  o f  |[g t o  be r e l a t e d  t o  t h e  e q u i v a l e n t  c o l u m n  o f  
I g ' l  b y  a m u l t i p l i c a t i v e  w i n d o w  f u n c t i o n ,  W, i . e .
9 n ( y ) = W ( y )  . g ^ ^ ( y )  ) o < . n ^ N - 1  ( 3 . 1 8 )
w h e r e  W ( y ) = ^ ^ , J < j , J 2 -  -  -
A p p l i c a t i o n  o f  s u c c e s s i v e  t r a n s f o r m a t i o n s  on t h e  r o w s  o f  
| g t h e n  y i e l d s  a s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e  'g”]^  w h i c h  
i s  r e l a t e d  t o  b y a o n e - d i m e n s i o n a l  p e r i o d i c  c o n v o i
u t i o n  w i t h  W i n  t h e  v d i r e c t i o n .  . A n o t h e r  wa y  o f  s t a t i n g  
t h i s  r e s u l t  i s :
N- 1 f  -,
G 'g ( V  ) = ^ 2  g ' s ( y ) • W ( y ) e Xp U-  j  2 / l\l).( V y )| ( 3 . 1 9 )
y = o  ̂ ^
= G^ ( V ) ® W ( V )
f o r  e a c h  o f  t h e  ( N / 2 ) + 1  r o w s  o f  f g ’g"]^* C l e a r l y ,  t h e  
c o n v o l u t i o n  i s  i n v e r t i b l e  p r o v i d e d  | j j '  ̂  i s  n o t  a l t e r e d  i n  
a n y  wa y  b e f o r e  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  t a k e n .  ( T h i s  
a l s o  a s s u m e s  i n f i n i t e l y  h i g h  p r e c i s i o n  a r i t h m e t i c  i n  t h e  
c o m p u t a t i o n  o f  t h e  F F T ' s . )  R e c o u r s e  t o  a s i m p l e  e x a m p l e  
w i l l  be  i n s t r u c t i v e  i n  t h e  m e c h a n i s m s  i n v o l v e d .  We t a k e  
t h e  c a s e  f o r  N=4 and  c o n s i d e r  one  r o w  o f  | ^ g ' , w h e r e :
_ t
g * = f a b c d " ]  ( 3 . 2 0 a )
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- tw = ĵ p q r s] ( 3 . 2 0 b )
W° W° W° W° 
W°
w °  w °  
w °
; W = e x p ( - j 2  7 T / I \ I ) ( 3 . 2 0 c )
f i l t e r e d  b y  a s p a t i a l  f r e q u e n c y  f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c ,
H^= [ a B C d]  ( 3 . 2 0 d )
_ t
T h e n  G ^ ^ = [ p a , q b , r c , s d ] , [ p ]
= ^ ( paW°  + q b W ° + r c W °  + s d W° )  , ( p a W°  + q b W^ + r c W^  + s d W^ )  ,
( p a W°  + q b W ^ + r c W °  + s d W^ )  , ( p a W°  + q b W^ + r c W^ + s d W^  )]
( 3 . 2 1 )
F i l t e r i n g  by  H ^ and  c o m p u t i n g  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  
r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  c o e f f i c i e n t s ;
[ [p a
+ r  c
[ pa
+ r  c
[ p a  
+ r  c
( pa  
+ r  c
,1AW +BW +CW +DW ) + q b ( A W +BW +CW +DW ) 
AW°+BW^ +CW° +DW^)  + s d ( A W° + B W^  +CW^+DW^ )|^
AW°+BW”  ̂ +CW“ ^ + D W " ^ ) + q b ( A W° + B W°  + CW° + D W° )
AW°+BW^ +CW ^ + D W " 1 ) + s d ( A W ° + B W ^  +CW°+DW” ^ ) ]
J)
AW° +BW" ^ +CW°  +DW“ ^ ) + q b ( AW°+BW“ ^ + CW^ + DW^ ) 
AW°+BW°  +CW° +DW°)  + s d ( AW° + BW^  +CW^ +DW" ^ ) } ,
AW° +BW" ^+CW ^ + D W " 1 ) + q b ( A W ° + B W " ^ + C W ° + D W ^ )  
AW° +BW" ^ +CW“ ^+DW^ ) + s d ( A W ° + B W °  +CW°+DW°  ) }J
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I n s p e c t i o n  o f  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  l e a d s  us t o  t h e  c o n c l u s i o n
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t h a t ,  w i t h  a k n o w l e d g e  o f  o n l y ,  i n v e r s i o n  o f  t h e
c o n v o l u t i o n  t h u s  c a u s e d  i s  r e n d e r e d  i m p o s s i b l e  b y  t h e  
s m e a r i n g  e f f e c t  c a u s e d  by  t h e  f i l t e r  f u n c t i o n .  O n l y  i n  
t h e  c a s e  o f  A = B = C= D= k  i s  i n v e r s i o n  p o s s i b l e  ( i . e .  when  no 
f i l t e r i n g  h a s  t a k e n  p l a c e ) ,  when  t h e  o u t p u t  v e c t o r  r e d u c e s  
t  o :
[ 4 k p a , 4 k q b , 4 k r c , 4 k s d ] ]
The f a c t o r  o f  4 i s  o f  c o u r s e  d u e  t o  t h e  n o r m a l i s a t i o n  
f a c t o r  o f  1 / N  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  DFT,  and  i s  i g n o r e d  as 
n o t e d  e a r l i e r .  We c o n c l u d e  t h a t  s c a l i n g  i s  n e c e s s a r y  
a f t e r  t h e  f i r s t  s e t  o f  s e q u e n t i a l  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  
c o r r e c t l y  c o m p u t e  t h e  2DFFT f o r  i m a g e  p r o c e s s i n g  p u r p o s e s .  
The o n l y  o c c a s i o n  when  s c a l i n g  i s  n o t  n e c e s s a r y  i s  w h e r e  
t h e  2DFFT a n d  i t s  i n v e r s e  a r e  t o  be c o m p u t e d  w i t h o u t  
i n t e r v e n i n g  o p e r a t i o n s .
T h e r e  i s  a t e n d e n c y  i n  many  s p e c t r a  f o r  t h e  l a r g e s t  
s a m p l e  m a g n i t u d e s  t o  o c c u r  a t  d . c .  and  v e r y  l o w  f r e q u e n ­
c i e s .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  J ^ s c a l e  
f a c t o r s  a r e  u s u a l l y  d e t e r m i n e d  b y  l o w  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  
i n  s u c c e s s i v e  r o w s  o f  t h e  o r i g i n a l  s c e n e .  S i n c e  many  
n a t u r a l  s c e n e s  d i s p l a y  s i m i l a r  a v e r a g e  b r i g h t n e s s e s  r o w -  
b y - r o w ,  t h e  J ^ f r e q u e n t l y  o c c u p y  a r a n g e  w h i c h  i s  s m a l l  
by  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  ma x i mu m v a l u e  o f  t h e  s e t .  I n  s u c h  
c a s e s ,  t h e  m i n i m u m  l o s s  i n  a c c u r a c y  i s  a c h i e v e d  b y  s c a l i n g  
t h e  r o w s  o f  [g ' i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :
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4 /4 < . 0 0 -  -  _
0 J / J h .
0 ^
' \
' i / J - .
w h e r e  J . i s  t h e  s m a l l e s t  n o n - z e r o  e l e m e n t  i n l J l .  Them xn ' - X
s c a l a r  p r e m u l t i p l i e r ,  J . , i s  d i s c a r d e d  s i n c e  i t  i s  m a x i -m X n
mum s i g n i f i c a n c e  r a t h e r  t h a n  a b s o l u t e  v a l u e  w h i c h  i s  o f  
i m p o r t a n c e .  I t  f o l l o w s  t h a t  a t  l e a s t  one  e n t r y  i n  
| j / i n ]  w i l l  be u n i t y ,  a n d  i n  g e n e r a l ,  m o s t  e n t r i e s  o f  
u n i t y  w i l l  o c c u r  a t  s m a l l  v a l u e s  o f  n .  A s l i g h t  i m p r o v e ­
m e n t  i n  a c c u r a c y  may a l s o  be a c h i e v e d  u s i n g  r o u n d i n g  
r a t h e r  t h a n  t r u n c a t i o n  i n  t h e  s c a l i n g  a r i t h m e t i c ,  b u t  
w i t h  a d d i t i o n a l  c o s t  t o  c o m p u t i n g  s p e e d .
The  t w o - d i m e n s i o n a l  a l g o r i t h m  now c o n t i n u e s  w i t h
( N / 2 ) + 1  s e q u e n t i a l  t r a n s f o r m a t i o n s  on t h e  r o w s  o f
tg O ^ f j / J  . 1 . T he  K f a c t o r s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r o w ss j  ,L mx n j  n
o f  t h e  r e s u l t i n g  s p e c t r a l  p l a n e ,  ^ ̂  ^ , l i k e w i s e  r e f l e c t
t h e  r e l a t i v e  m a g n i t u d e s  o f  s p e c t r a l  s a m p l e s  i n  t h e
t r u e  s p e c t r u m ,  t a k e n  r o w - b y - r o w .  H o w e v e r ,  t h e  p r o b l e m  o f  
r e t a i n i n g  a c c u r a c y  i n  t h i s  c a s e  i s  much g r e a t e r ;  we r e c a l l  
t h a t  t h e  m a t r i x  f o r m e d  b y  t h e  r e s c a l i n g  o p e r a t i o n :
m u s t  p l a c e  t h e  r e l a t i v e  d y n a m i c  r a n g e s  o f  s u c c e s s i v e  r o w s  
b a c k  i n t o  c o r r e c t  p r o p o r t i o n .  F u r t h e r ,  t h e  f i r s t  f e w
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r o w s  o f  t h i s  m a t r i x  c o n s i s t  o f  l o w - f r e q u e n c y ,  p r e d o m i n ­
a n t l y  h i g h - m a g n i t u d e  s a m p l e s  o f  t h e  s p e c t r a  r e s u l t i n g  
f r o m  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  e a c h  r o w  o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e .  
C o n s e q u e n t l y ,  t h e  e n e r g y  c o n t a i n e d  i n  e a c h  r o w  o f  
d r o p s  o f f  e x t r e m e l y  r a p i d l y  i n  t h e  u d i r e c t i o n ,  so  t h a t  
t h e  r a n g e  o f  t h e  i s  l i k e l y  t o  be e q u a l  t o  t h e  l a r g e s t
s c a l e  f a c t o r  T he  same t e c h n i q u e  o f  r e s c a l i n g  a l l
r o w s  o f  Tg r e l a t i v e  t o  K . i s  t h e r e f o r e  u n l i k e l y  t o  L s j  m 1 n
r e a l i s e  a n y  i m p r o v e m e n t  i n  a c c u r a c y ,  s i n c e  w i l l
c o m m o n l y  be u n i t y  a n y w a y .
H o w e v e r ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  and  i t s  i n v e r s e  a r e  
l i n e a r  o p e r a t o r s ,  so  t h a t  t h e  may be c a r r i e d  a c r o s s
a n y  t y p e  o f  l i n e a r  o p e r a t i o n  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  
d o m a i n  and  u s e d  d u r i n g  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  i n s t e a d .
S i n c e  f i l t e r i n g  t e c h n i q u e s  we a r e  l i k e l y  t o  be i n t e r e s t e d  
i n  f o r  i m a g e  p r o c e s s i n g  p u r p o s e s  a r e  g e n e r a l l y  l i n e a r ,  
t h i s  i s  n o t  an i m p o r t a n t  r e s t r i c t i o n ;  h e n c e  i t  i s  n o t  
n e c e s s a r y  t o  c a r r y  o u t  r e s c a l i n g  a t  a l l  a t  t h i s  p o i n t .  
I n s t e a d ,  t h e  m a t r i x  ^ G ^ ^ ^  i s  t a k e n  t o  r e p r e s e n t  t h e  t w o -  
d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  o f  ^g ^ and  i s  m a n i p u l a t e d  d i r e c t l y .  
A s s u m i n g  t h a t  t h e  a r e  r e t a i n e d  as a d i a g o n a l  m a t r i x  ^
i t  i s  now p e r t i n e n t  t o  c o n s i d e r  how an i n v e r s e  2DFFT 
a l g o r i t h m  may be i m p l e m e n t e d .
I n  t e r m s  o f  m a t r i x  n o t a t i o n ,  t h e  i n v e r s e  2DFFT 
a l g o r i t h m  m u s t  p r o c e e d  a l o n g  s i m i l a r  l i n e s ,  s i n c e ;
[ 9 ] = l F ] \ [ G l | F ] *  ( 3 . 2 3 )
w h e r e  i s  t h e  i n v e r s e  DFT m a t r i x ,  e q u a l  t o
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e x c e p t  t h a t :
W^ = ex p  l + j  2 Tr ( n . modN )| ( 3 . 2 4 )
The f i r s t  s t e p  i s  t o  c o m p u t e  ( l \ I / 2 ) + 1  s e q u e n t i a l  
i n v e r s e  t r a n s f o r m s  on t h e  r o w s  o f  w i t h  a v i e w  t o
f o r m i n g  a m a t r i x  p r o p o r t i o n a l ,  b y  some f a c t o r  o f  2^,  t o  
t h e  m a t r i x  [ g  o f  e q . 3 . 1 3 .  T h i s  m a t r i x  w i l l  be d e n o t e d  
[ _ f ' 3 ^ ,  so  t h a t :
( 3 . 2 5 )
( 3 . 2 6 )
I n  t h e  i n t e r e s t s  o f  a c c u r a c y ,  we w i s h  t o  o p e r a t e  on 
d i r e c t l y ,  h o w e v e r .  The s e q u e n t i a l  t r a n s f o r m a t i o n s :





( 3 . 2 7 )
a r e  t h e r e f o r e  c o m p u t e d  f i r s t .  Th e  r e q u i r e d  m a t r i x  
i s  t h e n  f o r m e d  b y  r e c a l l i n g  t h a t :
( 3 . 2 8 )
A t  t h i s  p o i n t  i n  t h e  c o m p u t a t i o n ,  i t  a g a i n  b e c o m e s  
n e c e s s a r y  t o  r e s c a l e  t h e  m a t r i x  s u c h  t h a t  e a c h  r o w ,
f ^ , t a k e s  on t h e  c o r r e c t  m a g n i t u d e  r e l a t i o n s h i p  r e l a t i v e
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t
a r et o  a l l  o t h e r  r o w s ,  b e f o r e  t h e  c o l u m n s  o f  ^ f
t r a n s f o r m e d  s e q u e n t i a l l y .  W h i l s t  i t  h a s  a l r e a d y  b e e n
c o n c l u d e d  t h a t  t h e  u s u a l l y  o c c u p y  a l a r g e  r a n g e  o f
p o s s i b l e  v a l u e s  w i t h i n  t h e  l i m i t s  o f  2 °  a nd  2 ^ ,  t h e
s y m m e t r y  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  p a i r  e n s u r e s  t h a t  t h e
p r o d u c t  o f  and  ^  r e s u l t s  i n  d i a g o n a l  e n t r i e s  w h i c h
o c c u p y  a r e l a t i v e l y  s m a l l e r  r a n g e  o f  v a l u e s  t h a n  t h e
p o s s i b l e  c o m b i n e d  r a n g e  o f  2 °  t o  2 ^ ^ .  A g a i n ,  t h e  m i n i m u m
v a l u e  o f  K . L i s  c h o s e n  as  a common s c a l a r ,  KL . , a n dn n m i n
d i s c a r d e d .  The  c o m p u t a t i o n  o f  ^ f  ^ t h e n  r e d u c e s  t o :
[ f ]  * =  [ ,K L ] , [ f  ( 3 . 2 9 )
w h e r e  ( K L l i s  t h e  d i a g o n a l  m a t r i x  o f  e n t r i e s  K . L / K L
** ■* n n m i n
f o r  n v a r y i n g  f r o m  0 t o  M / 2 .
The  i n v e r s e  t r a n s f o r m  i s  t h e n  c o m p l e t e d  as  d e f i n e d  
b y  e q . 3 . 2 3 ,  w h e r e  [ f  ^  i s  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e .  T he  same 
t e c h n i q u e  as o u t l i n e d  i n  e q s . 3 . 1 2 - 1 4  i s  u t i l i s e d  i n  t h e  
c o m p u t a t i o n  o f  ^ f* }  > i . e .
[ f ] ^ =  [ F > , [ f ( 3 . 3 0 a )
H e n c e  [ f ]  = |[f ] * , [ f 'J ^
= ( 3 . 3 G b )
a n d  t h e  c o m p l e t e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  i s  r e p r e s e n t e d  b y :
[f 1 = [[e 3 ^ 0 * ] T (3.3Qc)
C l e a r l y ,  t h e  same t r a n s p o s i t i o n  t e c h n i q u e  i s  a g a i n  
r e q u i r e d  t o  f o r m  f r o m  ^  ^ . T h i s  l a s t  s t a g e
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a c t u a l l y  c o m p u t e s  a m a t r i x  *| , a s s o c i a t e d  w i t h  N s c a l e
factors :
M 0  0  — — — —
o
0 M
( 3 . 3 1  )
N- 1
a n d  f o r  a t h i r d  t i m e ,  t h e  m i n i m u m  f a c t o r  M . i s  u s e d  t o
m i n
c o m p u t e  t h e  f i n a l  o u t p u t  i m a g e :
( 3 . 3 2 )
When t h e  2DFFT i s  f o l l o w e d  i m m e d i a t e l y  b y  t h i s  i n v e r s e  
2 D F F T ,  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e  ^ f  ^  i s  r e l a t e d  t o  t h e  o r i g i n a l  
i m a g e  ^g ]] by  a s i m p l e  s c a l a r  m u l t i p l i e r .  The  m u l t i p l i e r  i s  
a f u n c t i o n  o f  t h e  ma x i mu m i n t e g e r  v a l u e  w h i c h  c a n
be r e p r e s e n t e d  i n  t h e  c o m p u t e r  and  t h e  d y n a m i c  r a n g e  o f  
t h e  o r i g i n a l  i m a g e .  Mo r e  i m p o r t a n t l y ,  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e  
i s  o n l y  a p p r o x i m a t e l y  r e l a t e d  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t w o  
s o u r c e s  o f  e r r o r  a f f e c t  t h e  r e s u l t .  F i r s t ,  e r r o r s  o c c u r  
d u e  t o  i n t e g e r  t r u n c a t i o n  o r  r o u n d i n g  i n  t h e  o n e - d i m e n s ­
i o n a l  a l g o r i t h m .  T h e s e  e r r o r s  i n c r e a s e  when  t h e  i n p u t  
d a t a  v e c t o r  d y n a m i c  r a n g e  i s  i n c r e a s e d  t o  a g r e a t e r  p r o p ­
o r t i o n  o f  N . S e c o n d ,  e r r o r s  a r e  i n t r o d u c e d  when  t h e  max
t h r e e  r e s c a l i n g  o p e r a t i o n s  d e f i n e d  b y  ^ J / a n d  
a r e  i m p l e m e n t e d .  T h e s e  e r r o r s  a r e  a f f e c t e d  by  
p r o p o r t i o n a l  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  m a g n i t u d e s  o f  c o n s e c u t i v e  
r o w s  and  c o l u m n s  o f  t h e  i m a g e  r a t h e r  t h a n  a b s o l u t e  
d y n a m i c  r a n g e .  The  v i s u a l  e f f e c t s  o f  t h e s e  e r r o r s  a r e
1 3 5
n o t i c e a b l e  when  s h o r t  w o r d  l e n g t h s  a r e  u s e d , a n d  c a n  be 
s e e n  i n  t h e  e x a m p l e s  o f  s e c t . 3 . 3 .  A q u a l i t a t i v e  a s s e s s ­
m e n t  o f  t h e s e  e f f e c t s  i n  r e l a t i o n  t o  human o b s e r v a t i o n  
i s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  f o u r .
A c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  m e t h o d s  r e q u i r e d  t o  k e e p  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  a r r a y  p r o p e r l y  s c a l e d  d o e s  n o t  e x h a u s t  
t h e  p r o b l e m s  i n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a 2DDFT a l g o r i t h m .  
S p e c i f i c a l l y ,  t h e  q u e s t i o n  o f  m i n i m i s i n g  d a t a  t r a n s f e r  
t i m e s  i s  i m p o r t a n t  b e c a u s e  o f  t h e  q u a n t i t y  o f  d a t a  
d e f i n i n g  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  i m a g e .  Wh e r e  a g e n e r a l  
p u r p o s e  c o m p u t e r  i s  u s e d  t o  c o m p u t e  t h e  t r a n s f o r m ,  t h e  
m o s t  e f f i c i e n t  and  e c o n o m i c a l  e x t e r n a l  s t o r a g e  d e v i c e  
i s  a m a g n e t i c  d i s k .  The  s t o r a g e  o f  an i m a g e  m a t r i x  r o w -  
b y - r o w  ( s e q u e n t i a l  r o w  a c c e s s )  on a d i s k  i n  c o n t i g u o u s  
b l o c k s  p r o v i d e s  t h e  o p t i m u m  e f f i c i e n c y  i n  t r a n s f e r  o f  
d a t a  b e t w e e n  c o r e  s t o r e  and  d i s k .  H o w e v e r ,  t h e  t i m e  
t a k e n  t o  a c c e s s  a p a r t i c u l a r  r o w  o f  an i m a g e  m a t r i x  i s  
t y p i c a l l y  l o n g e r  t h a n  t h e  t i m e  t a k e n  t o  t r a n s f e r  t h e  r o w  
i t s e l f .  E v i d e n t l y ,  t h e  t i m e  w a s t e d  i n  t r a n s f e r r i n g  
b l o c k s  o f  d a t a  i s  m i n i m i s e d  by  m a k i n g  t h e  b l o c k s  o f  d a t a  
as  l a r g e  as  p o s s i b l e .  We w i l l  e x p e c t  t o  s t o r e  b e t w e e n  
4 t o  32 r o w s  o f  d a t a  i n  t h e  a v e r a g e  m i n i c o m p u t e r ,  
d e p e n d i n g  on t h e  s i z e  o f  t h e  i m a g e  m a t r i x .  F o r  m o s t  
p r a c t i c a l  s y s t e m s ,  t h i s  w i l l  p r o b a b l y  l i e  b e t w e e n  1 2 8 x 1 2 8  
t o  1 0 2 4 x 1  024  p i x e l s .  The ' i n  p l a c e '  n a t u r e  o f  t h e  F FT 
i s  u s e f u l  i n  t h a t  i t  a l l o w s  a c o n t i g u o u s  b l o c k  o f  d a t a  
t o  r e m a i n  s t a t i c  i n  c o r e  w h i l s t  t h e  F FT a l g o r i t h m  p r o ­
g r e s s e s  t h r o u g h  t h e  d a t a  i n  s e q u e n t i a l  a p p l i c a t i o n s .
T h u s  t h e  t o t a l  p r o c e s s i n g  t i m e  r e q u i r e d  f o r  a 2DFFT i s
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i n c r e a s e d ,  b e y o n d  t h e  a c t u a l  c o m p u t i n g  t i m e  f o r  t h e  
t r a n s f o r m s  and s c a l i n g  m u l t i p l i c a t i o n s ,  b y  t h e  t o t a l  
i n p u t  and  o u t p u t  t i m e s  f o r  d a t a  t r a n s f e r .
The  t r a c k  and  s e c t o r  o r g a n i s a t i o n  o f  m a g n e t i c  d i s k s ,  
t o g e t h e r  w i t h  c o n s i d e r a t i o n s  o f  m a t r i x  t r a n s p o s i t i o n ,  
s u g g e s t  t h a t  d a t a  s h o u l d  be t r a n s f e r r e d  i n  m u l t i p l e s  o f  
2*^ r o w s ,  s i n c e  e a c h  r o w  i s  i t s e l f  o f  l e n g t h  2^.  The  
c h o i c e  o f  m i s  t h e r e f o r e  t y p i c a l l y  3 t o  5 .
An i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  
t h i s  s e c t i o n  h a s  b e e n  p r o g r a m m e d  on a t y p i c a l  s m a l l  c o m ­
p u t e r .  T h i s  c o m p u t e r  h as  1 2k  o f  c o r e  s t o r e ,  w i t h  a 
p a r t i c u l a r l y  s h o r t  w o r d  l e n g t h  o f  12 b i t s ;  t h u s  i n t e g e r
d a t a  c a n  be r e p r e s e n t e d  w i t h i n  t h e  r a n g e  + ( 2   ̂ ^-1  ) and  
1 1- ( 2  ) ,  i . e .  + 2 0 4 7  t o - 2 0 4 8 .  An i m a g e  m a t r i x  o f  d i m e n s i o n s
2 5 6 x 2 5 6  p i x e l s  was  c h o s e n  as  r e p r e s e n t i n g  a c o m p r o m i s e  
b e t w e e n  r e s o l u t i o n  and  t h e  d e g r e e  o f  s c a l i n g  i n  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n s .  W i t h  t h i s  s i z e  o f  m a t r i x ,  16 r o w s  o f  
d a t a  c o u l d  be s t o r e d  i n  h i g h  s p e e d  me mo r y  s i m u l t a n e o u s l y .  
The  m a t r i c e s  w e r e  s t o r e d  e x t e r n a l l y  on a m o v i n g - h e a d  d i s k  
w i t h  w o r s t - c a s e  a c c e s s  t i m e  o f  25 ms .  a f t e r  h e a d  p o s i t ­
i o n i n g ,  w i t h  an i m a g e  a r c h i v e  s y s t e m  u s i n g  s m a l l  m a g n e t i c  
t a p e s .
Ma x i mu m a c c u r a c y : , i n  t h e  t r a n s f o r m  i s  e x p e c t e d  when  
t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  FFT c h e c k s  f o r  o v e r f l o w  b e f o r e  e a c h  
p a i r  o f  m u l t i p l i c a t i o n s  a n d  a d d i t i o n s  i n  t h e  s e q u e n c e ,  a s 
s t a t e d  p r e v i o u s l y .  C o n s e q u e n t l y ,  an a l g o r i t h m  u s i n g  t h i s
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t e c h n i q u e  was  e m p l o y e d ,  o p e r a t i n g  on 11 - b i t  s i g n e d  
i n t e g e r s .  A p r o g r a m m i n g  r e f e r e n c e  f o r  t h e  1DFFT r o u t i n e s  
e x i s t s  ( 1 0 9 , 1 1 0 ) ,  and  a d e s c r i p t i o n  o f  a s i m p l e r  v e r s i o n  
o f  t h e  a l g o r i t h m ,  w h i c h  d o e s  n o t  p r o v i d e  i n f o r m a t i o n  
a b o u t  s c a l i n g  t e c h n i q u e s ,  h a s  b e e n  g i v e n  b y  R o t h m a n  ( 1 1 1 ) .  
The  1DFFT r o u t i n e s  a l s o  u s e  r o u n d e d  a r i t h m e t i c  i n  t h e  
m u l t i p l i c a t i o n s  and  a d d i t i o n s .  The  c h o i c e  o f  t h i s  r o u t i n e  
was  made t o  e n s u r e  ma x i mu m a c c u r a c y  i n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
a l g o r i t h m  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  w o r d  l e n g t h  a n d  m a t r i x  s i z e  
e m p l o y e d .
The  t o t a l  p r o c e s s i n g  t i m e  r e q u i r e d  f o r  one  t r a n s f o r m ­
a t i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  4 . 5  m i n s ,  w h i l s t  t h e  i n v e r s e  
t r a n s f o r m ,  b e c a u s e  o f  t h e  a d d i t i o n a l  r e s c a l i n g  r e q u i r e d ,  
t a k e s  a p p r o x i m a t e l y  15 s e c s ,  l o n g e r .  T h i s  t i m e  c a n  be 
s u b d i v i d e d  as  f o l l o w s : -
T i m e  ( s e c o n d s )
2DFFT I NVERSE 
C o m p u t i n g  t i m e  f o r  t r a n s f o r m s  2 1 5  215
M a t r i x  t r a n s p o s e  ( s e e  n e x t  s e c t i o n )  27  27
C o m p u t i n g  t i m e  f o r  r e s c a l i n g  12 25
I / O  t r a n s f e r s  ( e x c e p t  t r a n s p o s e )  8 10
The  2DFFT r o u t i n e  i s  w r i t t e n  e n t i r e l y  i n  m a c h i n e  
a s s e m b l y  l a n g u a g e , a n d  o c c u p i e s  a t o t a l  o f  7 0 4 0  w o r d s  o f  
c o r e  s t o r e  ( 7 1 6 8  w o r d s  f o r  t h e  i n v e r s e  2 D F F T ) ,  s p l i t  i n  
t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r ;
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S u b r o u t i n e  S t o r a g e ( w o r d s  o c t a l )
S e q u e n t i a l  r o w  t r a n s f o r m s  2 4 0 0
S e q u e n t i a l  c o l u m n  t r a n s f o r m s  1 6 0 0
M a t r i x  t r a n s p o s i t i o n  2 0 0
R e s c a l i n g  s u b r o u t i n e  2 0 0  ( 4 0 0  f o r  i n v e r s e )
D i s k  h a n d l e r  s u b r o u t i n e s  4 0 0
I m a g e  d a t a  b l o c k  1 0 0 0 0
S c a l e  f a c t o r s  d a t a  b l o c k  4 0 0
A s u m m a r y  o f  t h e  2DFFT a l g o r i t h m  and  i t s  i n v e r s e  i s  
m o s t  c o n c i s e l y  p r o v i d e d  b y  a f l o w  c h a r t ,  as  i l l u s t r a t e d  
i n  f i g s . 3 . 5a and  3 . 5 b  r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  r o u t i n e s  h a v e  
b e e n  u s e d  i n  a v a r i e t y  o f  f i l t e r i n g  and  c o r r e l a t i o n  
e x e r c i s e s  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n  i n  o r d e r  t o  
a s s e s s  t h e  n a t u r e  o f  e r r o r s  i n t r o d u c e d ,  and  t o  h e l p  d e t e r ­
m i n e  t h e  l i m i t s  o f  u s e f u l n e s s  o f  i n t e g e r  t r a n s f o r m s .  
S e c t i o n  3 . 3  d e s c r i b e s  t h e s e  e x e r c i s e s .  H o w e v e r ,  t h e  
s p e c i a l  p r o b l e m  o f  m a t r i x  t r a n s p o s i t i o n  w h e r e  m a t r i x  
d i m e n s i o n s  e x c e e d  h i g h - s p e e d  me mo r y  c a p a c i t y  i s  f i r s t  
r e s o l v e d ,  f o r  t h e  s p e c i f i c  c a s e  f o r  2 5 6 x 2 5 6  m a t r i c e s ,  i n  
o r d e r  t o  c o m p l e t e  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
t r a n s f o r m .
3 . 2 . 3  T RANSPOSI T I ON OF LARGE MATRI CES
I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  i t  was  s h o w n  t h a t  one  
t r a n s p o s i t i o n  o f  an NxN m a t r i x ,  w h e r e  N i s  t h e  d i m e n s i o n  
o f  t h e  i n p u t  i m a g e ,  i s  u n a v o i d a b l e  i n  t h e  p r a c t i c a l  
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FIG 3 5b In teger  2D IFFT a l g o r i t h m
r e d u c e s  t o  a t r i v i a l  p r o b l e m  i f  t h e  e n t i r e  m a t r i x  c a n  be  
c o n t a i n e d  i n  h i g h  s p e e d  m e m o r y ,  t h e  s i z e  o f  m o s t  i m a g e  
a r r a y s  i s  s u c h  as  t o  p r e c l u d e  s i m u l t a n e o u s  s t o r a g e  o f  t h e  
c o m p l e t e  m a t r i x  i n  c o r e  s t o r e .  S i n c e  m a g n e t i c  d i s k  s t o r a g e  
i s  r a n d o m  a c c e s s  i n  t h e  s e n s e  o f  b l o c k s  o f  d a t a  r a t h e r  
t h a n  i n d i v i d u a l  w o r d s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  r e o r g a n i s e  t h e  
m a t r i x  s u c h  t h a t  t h e  o r i g i n a l  f i l e ,  w h i c h  i s  a c o n t i g u o u s  
s e q u e n c e  o f  s u c c e s s i v e  r o w s  o f  t h e  m a t r i x  ( s e q u e n t i a l  r o w  
a c c e s s )  b e c o m e s  i n s t e a d  a c o n t i g u o u s  s e q u e n c e  o f  s u c c e s s ­
i v e  c o l u m n s  o f  t h e  m a t r i x  ( s e q u e n t i a l  c o l u m n  a c c e s s ) .
The  o b v i o u s  s o l u t i o n  i s  t o  p a r t i t i o n  t h e  m a t r i x  o f  
d i m e n s i o n  N i n t o  s u b m a t r i c e s  w h o s e  s i z e  i s  d e t e r m i n e d  by  
t h e  n u m b e r  o f  r o w s  o f  d a t a  a v a i l a b l e  i n  c o r e  s t o r e  
s i m u l t a n e o u s l y .  I n  t h e  d i s c u s s i o n  f o l l o w i n g ,  we r e s t r i c t  
t h e  g a m u t  o f  p o s s i b l e  s i z e s  o f  m a t r i x  t o  s q u a r e  m a t r i c e s  
o f  d i m e n s i o n s  MxM w h e r e  M = 2 ^ .  W h i l s t  t h e  p a r t i t i o n i n g  
t e c h n i q u e  w i l l  w o r k  f o r  m a t r i c e s  w h o s e  d i m e n s i o n s  a r e  
n o t  a p o w e r  o f  2 ( p r o v i d e d  m i s  a f a c t o r  o f  n ) ,  and  f o r  
n o n - s q u a r e  m a t r i c e s  by  t h e  s i m p l e  b u t  w a s t e f u l  e x p e d i e n t  
o f  e m b e d d i n g  i n  z e r o s  t o  f o r m  a s q u a r e  m a t r i x ,  we a r e  
h e r e  i n t e r e s t e d  o n l y  i n  s q u a r e  m a t r i c e s  w i t h  d i m e n s i o n s  
o f  2*^,  an d  s p e c i f i c a l l y  t h e  c a s e  w h e r e  n = B.  I t  i s  s hown  
t h a t  t h e  p r e c i s e  m e t h o d  o f  m a n i p u l a t i o n  o f  t h e  s u b ­
m a t r i c e s  h a s  a s t r o n g  i n f l u e n c e  on t h e  n u m b e r  o f  I / O  
t r a n s f e r s  and  h e n c e  on t h e  r u n - t i m e  o f  t h e  a l g o r i t h m .
We c o n s i d e r  a m a t r i x  ["g"] o f  d i m e n s i o n s  NxN t o  be 
p a r t i t i o n e d  i n t o  s u b m a t r i c e s  o f  d i m e n s i o n s  MxM
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w h e r e  M r e p r e s e n t s  t h e  n u m b e r  o f  r o w s  h e l d  i n  c o r e  s t o r e  
s i m u l t a n e o u s l y .  We r e s t r i c t  M t o  be r e l a t e d  t o  N b y :
k . M = N ( k  i n t e g e r ) ( 3 . 3 3 )
E q . 3 . 3 3  i s  c l e a r l y  s a t i s f i e d  f o r  N=2^  and  M= 2 ^ .  
The  m a t r i x  ^g "] i s  t h e r e f o r e  p a r t i t i o n e d  i n t o :
[ g >
-----------------^Q,k-1
' "1ÆI ' '  s
\ ( 3 . 3 4 )
k —1,0 k — 1 ,k — 1
A s t r a i g h t f o r w a r d  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  i s  t o  b u i l d  
up a c o r e  b u f f e r  o f  c o l u m n s  o f  (^g f r o m  s u c c e s s i v e  r o w s
o f  [ g  ^  i n  t h e  f o l l o w i n g  f a s h i o n :
Two b u f f e r s ,  A and  B,  e a c h  h o l d i n g  M/ 2  r o w s  o f  d a t a  
a r e  c r e a t e d  i n  c o r e  s t o r e .  We d e f i n e  t h e  e l e m e n t s  o f  
t h e  t w o  b u f f e r s  by  a ^ and b ^ w h e r e  p and  q r a n g e  f r o m  
0 t o  ( N M / 2 ) - 1 ,  and  s e t  Q = ( M / 2 ) - 1 .  E v i d e n t l y  2k  s u c c e s s ­
i v e  r e a d s  t o  A a r e  r e q u i r e d  t o  t r a n s f e r  [ g ^  t o  c o r e  
s t o r e .  We w i l l  c a l l  t h i s  ' o n e  p a s s ' .  H e n c e  t h e  s u c c e s s ­
i v e  a c c e s s e s  c a n  be r e p r e s e n t e d  by  an i n d e x  
5 , ’^ Q , M / 2 , M , 3 M / 2  -  -  -  ( 2 k - 1 ) M / 2 ^  a nd  t h e  p a s s e s  c a n  be
r e p r e s e n t e d  i n  t h e  same way  b y  R.  D u r i n g  s u c c e s s i v e
p a s s e s ,  t h e  e l e m e n t s  o f  B a r e  s e t  e q u a l  t o  e l e m e n t s  o f  A
by  t h e  f o l l o w i n g  p e r m u t a t i o n  o f  i n d i c e s :
( 3 . 3 5 a )
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w h e r e : -
( 3 . 3 5 b )
p , R + N , R + 2 N , — — — R + Q j J r + 1 ,R + I\I + 1 ,R + 2N + 1 , — — — R+QN + 1 ^^
— — — — — — — — — — —J ^R+Q, R+N + Q , R + 2 N + Q , — — — R+QN + q"̂
( 3 . 3 5 c )
q , 5  + 1 , 5 + 2 , — — — — 5+Q^^|^l\l + 5 , N  + 5 + 1 , N + 5  + 2 ,  — — — N+5+  ^
— — — — — — — — — — —̂  l\l + 5 , Q N + 5  + 1 , Q N + 5 + 2 , — — QN + 5 + q|
C o n s e q u e n t l y ,  M/ 2  c o l u m n s  o f  [ g ]  a r e  a v a i l a b l e
s e q u e n t i a l l y  i n  b u f f e r  B a t  t h e  end  o f  e a c h  p a s s .  The
t r a n s p o s e  i s  t h e r e f o r e  e f f e c t e d  i n  a t o t a l  o f  2 k p a s s e s
( i . e .  R r a n g e s :  [ o , M / 2 , M , 3 M / 2  -  -  -  ( 2 k - 1 ) M / ^ ) ,  and
2
r e q u i r e s  a t o t a l  o f  4k  r e a d  o p e r a t i o n s  t o  b u f f e r  A and  
2k  w r i t e  o p e r a t i o n s  f r o m  B.  F i g . 3 . 6  i s  a p i c t o r i a l  r e p ­
r e s e n t a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  w h i c h  h a s  b e e n  i m p l e m e n t e d  
u s i n g  t h e  2DFFT p a r a m e t e r s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  
s e c t i o n ,  i . e .  N=256  and  M= 1 6 ,  w h e n c e  32 p a s s e s  w e r e  
r e q u i r e d ,  w i t h  a t o t a l  o f  1 0 5 6  d i s k  a c c e s s e s  n e c e s s a r y .  
The  s u b r o u t i n e  c o m p l e t e d  t h e  t r a n s p o s e  o f  a 2 5 6 x 2 5 6  
m a t r i x  i n  j u s t  o v e r  4 m i n u t e s ,  f r o m  w h i c h  o v e r  2 3 0 s e c ­
o n d s  w e r e  a c c o u n t e d  f o r  by  I / O  t r a n s f e r s .
W h i l s t  t h i s  t e c h n i q u e  r e s u l t s  i n  a c o n s i d e r a b l e  
i n c r e a s e  i n  e f f i c i e n c y  o v e r  t h e  a c c e s s  o f  c o l u m n s  f r o m  
t h e  s e q u e n t i a l  r o w  a c c e s s  f i l e  d i r e c t l y ,  t w o  p r i n c i p a l  
d e f i c i e n c i e s  r e m a i n .  B e c a u s e  t h e  p a r t i a l  t r a n s p o s i t i o n s  
c a n n o t  be c a r r i e d  o u t  i n  o n e  b u f f e r ,  t h e  e f f e c t i v e  num ber 
o f  I / O  t r a n s f e r s  r e q u i r e d  f o r  a c o m p l e t e  m a t r i x  t r a n s f e r  
i s  d o u b l e d .  A l s o ,  t h e  l a r g e  n u m b e r  o f  p a s s e s  s ee ms  i n ­
c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  o r i g i n a l  p r o b l e m .  I d e a l l y  a t e c h n i q u e
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FIG,  3 ,7;  M a t r i x  transpose 
method 2
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” • I "in place 
restricted to N=M^ X
i s  r e q u i r e d  w h i c h  u s e s  a s i n g l e  b u f f e r  and  r e a r r a n g e s  
t h e  e l e m e n t s  ' i n  p l a c e ' ,  and  i n  some way  m i n i m i s e s  t h e  
n u m b e r  o f  I / O  t r a n s f e r s  n e c e s s a r y .
C l o s e r  a n a l y s i s  o f  t h e  m a n i p u l a t i o n s  d e f i n e d  i n  
e q s . 3 . 3 5 b  a n d  c p r o v i d e s  a p o s s i b l e  s o l u t i o n .  We o b s e r v e  
t h a t ,  i n  e s s e n c e ,  e a c h  c o m p l e t e  p a s s  i s  e q u i v a l e n t  t o  
t h e  t r a n s p o s i t i o n  o f  o n e  c o l u m n  o f  s u b m a t r i c e s  o f  s i z e  
M / 2 x M / 2 .  T h u s  i n  t h e  n t h  p a s s ,  t h e  s u b m a t r i c e s
---------------------------M z k . n  i n d i v i d u a l l y  t r a n s -
p o s e d  and  t h e n  t r a n s p o s e d  as s i n g l e  e l e m e n t s  t o  f o r m  t h e
n t h  r o w  o f  t h e  t r a n s p o s e d  m a t r i x ,
[ F ^  o  ̂ _ _ _ _ _  -  2 k* The  a l g o r i t h m  i s  i n h e r e n t l y
w a s t e f u l  b e c a u s e ,  i n  e a c h  a c c e s s ,  o n l y  o n e  m a t r i x  o u t  o f
a p o s s i b l e  2 k i s  t r a n s p o s e d  a n d  u s e d  t o  f o r m  p a r t  o f  t h e
M/ 2  c o l u m n s  o f  t h e  c u r r e n t  p a s s .  A u s e f u l  m e a s u r e  o f
e f f i c i e n c y  i n  s u c h  c i r c u m s t a n c e s  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e
n u m b e r  o f  i n - c o r e  c o m p u t a t i o n s  p e r  I / O  t r a n s f e r .  I n  t h i s
2
a l g o r i t h m ,  a p p r o x i m a t e l y  M / 4  c o r e - t o - c o r e  w o r d  t r a n s ­
f e r s  o c c u r  f o r  e a c h  I / G , : r e a d .  H o w e v e r ,  i t  i s  c l e a r l y  
p o s s i b l e  t o  t r a n s p o s e  a l l  2k  s u b m a t r i c e s  i n  o n e  I / O
t r a n s f e r ,  b u t  f o r  t h i s  t o  be o f  a n y  u s e ,  t h e  r e s u l t i n g
b u f f e r  m u s t  t h e n  be w r i t t e n  b a c k  t o  d i s k .  F u r t h e r m o r e ,  
t h e  t r a n s p o s e  c a n  be c o m p u t e d  i n  p l a c e ,  so  t h a t  k s u b ­
m a t r i c e s  o f  s i z e  MxM a r e  s t o r e d  s i m u l t a n e o u s l y .  The 
f o l l o w i n g  m a t r i x  i s  t h e r e f o r e  c o m p u t e d  and  w r i t t e n  b a c k  
o v e r  t h e  o r i g i n a l  m a t r i x  on d i s k  :
1 4 3
[ g ' ]  =




k - 1, k -1
( 3 . 3 6 )
C l e a r l y ,  o n l y  k i n p u t  and  k o u t p u t  t r a n s f e r s  a r e  r e q u i r e d  
t o  f o r m  . A l t h o u g h  t h e  q u a n t i t y  o f  d a t a  i n  e a c h
t r a n s f e r  i s  t w i c e  t h a t  i n  t h e  p r e v i o u s  a l g o r i t h m ,  t h e  
t r a n s f e r  t i m e  f o r  a t y p i c a l  m a g n e t i c  d i s k  i s  n o t  d i r e c t l y  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  q u a n t i t y  o f  d a t a  i n v o l v e d  i n  t h e  
t r a n s f e r .  I n  t h e  c a s e  o f  m o v i n g - h e a d  d i s k s  i n  p a r t i c u l a r ,  
t h e  h e a d  m o v e m e n t  t i m e  t o  t h e  t r a c k  t o  be a c c e s s e d  i s  
t h e  p r e d o m i n a n t  f a c t o r  i n  t o t a l  t r a n s f e r  t i m e .  The 
i m p l e m e n t a t i o n  o f  e q . 3 . 3 6  i s  e s p e c i a l l y  e f f i c i e n t  b e c a u s e  
t h e  t r a n s p o s e d  s u b m a t r i c e s  a r e  w r i t t e n  d i r e c t l y  o v e r  t h e  
o r i g i n a l  m a t r i x ,  m i n i m i s i n g  h e a d  m o v e m e n t s .
T r a n s p o s i t i o n s  o f  t h e  [pQ a r e  m o s t  e f f i c i e n t l y  c o m -
MK
p u t e d  b y  i n t e r c h a n g e  o f  c o l u m n s  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  
p r i n c i p a l  d i a g o n a l  w i t h  t h e i r  r e s p e c t i v e  r o w s  t o  t h e  
r i g h t ;  e l e m e n t s  i n  t h e  i t  h r o w  and  c o l u m n  a r e  t h e r e f o r e  
i n t e r c h a n g e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p e r m u t a t i o n  o f  i n d i c e s  
d e s c r i b e d  b y :
f o r  j = i + 1 , i + 2 , i + 3  -  -  -  M-1
a n d  i  = G , 1 , 2  — — — M — 2
( 3 . 3 7 a )
( 3 . 3 7 b )
1 4 4
T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  p a i r s  o f  e l e m e n t s  i n t e r c h a n g e d  i n  
e a c h  s u b m a t r i x  i s  t h e n :
Th e  p r o b l e m  o f  f o r m i n g  £ g ^  f r o m  J^g'] c a n  now be d e a l t  
w i t h  b y  a v a r i e t y  o f  t e c h n i q u e s .  We n o t e  t h a t  t h e  p r o ­
c e s s  r e q u i r e d  i s  t o  t r e a t  e a c h  s u b m a t r i x  ^ as  a s i n g l e  
e l e m e n t  o f  ^g Q and  t o  r e p e a t  t h e  o p e r a t i o n  d e s c r i b e d  by  
e q n s . 3 . 3 7 a  a n d  b .  S i n c e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s t o r e  o n l y  M 
r o w s  o f  ^g Q s i m u l t a n e o u s l y ,  t h e  p r o b l e m  i s  i n  g e n e r a l  
m o r e  s e v e r e  t h a n  t h e  t r a n s p o s i t i o n  o f  e a c h  s u b m a t r i x .
I n  t h e  s p e c i f i c  c a s e  M = 1 6 a n d  l \ l =256 , s i m p l i f i c a t i o n  i s
2
p o s s i b l e  b e c a u s e  N=M , a n d  o n e  r o w  o f  e a c h  s u b m a t r i x  c a n
be  s t o r e d  s i m u l t a n e o u s l y  b y  t r a n s f e r r i n g  e v e r y  1 6 t h  r o w
o f  [ g j  , 16 t i m e s .  D e n o t i n g  t h e  r t h  r o w  o f  by
we s e e  t h a t  f o r  t h e  R t h  I / O  t r a n s f e r  ( i . e .  t h e  R t h  s e t
o f  16 r e a d s  and  16 w r i t e s ) ,  M r o w s  r e s i d e  i n  c o r e  s t o r e ,
d e f i n e d  b y  P o v e r  a l l  m , n .  I n  t e r m s  o f  t h e  m a t r i x^ m n r
[ g Q ,  t h e s e  r o w s  c a n  be d e f i n e d  as
—t  —t  —t  —t
^ R ’ ^ R + M ’ ^ R + 2 M ^ R + ( k - 1 ) M .  Rows o f  t h e  s u b m a t r i c e s
a r e  t h e n  i n t e r c h a n g e d  as  c o n t i g u o u s  b l o c k s  o f  M e l e m e n t s  
i n  a m a n n e r  a n a l o g o u s  t o  e q n s . 3 . 3 7 a  and  b .  The  i n t e r ­
c h a n g e  o f  s u b m a t r i x  r o w s  i n  t h e  i t h  r o w  and  c o l u m n  o f  
s u b m a t r i c e s  i s  a c h i e v e d  by  t h e  f o l l o w i n g  p e r m u t a t i o n :
f o r  j = i + 1 , i + 2 , i + 3  -  -  -  k - 1  ( 3 . 3 9 a )
a n d  i = G , 1 , 2 ,  -  -  -  k - 2  ( 3 . 3 9 b )
1 4 5
C o n s e q u e n t l y ,  t h e  n u m b e r  o f  s u b m a t r i x  r o w s  i n t e r ­
c h a n g e d  p e r  I / O  t r a n s f e r  i s  g i v e n  b y :
( k  — 1)  + ( k  — 2 ) + ( k  — 3)  — — — — +1=  k — k ( 3 . 4 0 )
2
C o m p l e t i o n  o f  t h e  t r a n s p o s e  i s  t h e n  a c c o m p l i s h e d  b y
k I / O  t r a n s f e r s  w h e r e  R r a n g e s  f r o m  0 t o  k - 1 .  The
c o m p l e t e  a l g o r i t h m  i s  i l l u s t r a t e d  i n  d i a g r a m a t i c  f o r m  i n
2
f i g . 3 . 7  and  i s  v a l i d  o n l y  f o r  N=M .
I n s p e c t i o n  o f  e q n s . 3 . 3 9 a  and  b r e v e a l s  t h a t  t h e
c o m p l e t e  m a t r i x  [ ^gQ i -s r e a d  i n t o  c o r e  and  w r i t t e n  f r o m
c o r e  j u s t  o n c e  t o  c o m p l e t e  t h e  t r a n s p o s e .  H e n c e  o n l y
t w o  c o m p l e t e  t r a n s f e r s  o f  t h e  NxN m a t r i x  a r e  r e q u i r e d
t o  p e r f o r m  t h e  t r a n s p o s i t i o n  u s i n g  t h e  a l g o r i t h m .
R e f e r e n c e  t o  e q n s . 3 . 3 0  an d  3 . 4 0  s h o w s  t h a t  t h e  t o t a l
2 2
n u m b e r  o f  i n t e r c h a n g e s  i n  t h e  f i r s t  p a s s  i s  k ( M - M) ,
2 2 2
and  i n  t h e  s e c o n d  p a s s  i s  M ( k - k ) . S i n c e  t h e  a l g o r i t h m
may o n l y  be i m p l e m e n t e d  d i r e c t l y  f o r  N=M^ ,  t h e  t o t a l
n u m b e r  o f  i n - c o r e  c o m p u t a t i o n s  w i l l  be  2 M ^ ( M - 1 ) ,  and  t h e
n u m b e r  o f  d i s k  a c c e s s e s  ( i . e .  r e a d  o r  w r i t e  o p e r a t i o n s )
w i l l  be  4M.  We c o n c l u d e  t h a t  t h e  m e a s u r e  o f  e f f i c i e n c y
i n  t h i s  c a s e  i s  M ^ ( M - 1  ) , a p p r o x i m a t e l y  2 M t i m e s  t h a t  o f
2
t h e  p r e v i o u s  a l g o r i t h m .  H o w e v e r ,  t h i s  c o m p a r i s o n  i s  n o t  
p r e c i s e  b e c a u s e  t h e  r a n d o m  n a t u r e  o f  r o w s  r e a d  t o  and 
w r i t t e n  f r o m  c o r e  i n  t h e  s e c o n d  p a s s  i n f e r s  an i n c r e a s e  
i n  I / O  t i m e  f o r  e a c h  t r a n s f e r  d u e  t o  t h e  e x t r a  s e e k s  
r e q u i r e d  f o r  t h e  t r a c k s  c o n c e r n e d .
A c o m p a r i s o n  o f  t h e  t w o  t r a n s p o s e  s u b r o u t i n e s  i s
1 4 6
p r o v i d e d  b e l o w  f o r  N=2 5 6  a n d  M=1 6 .
No .  o f  c o m p u t a t i o n s  
No.  o f  a c c e s s e s  
" E f f i c i e n c y "
( 1 )
M = 6 5 5 3 6
2 M ( 2 M + 1 ) = 1 0 5 6  
M ^ / 4 = 6 4
( 2 )
2 M ( M - 1 ) = 1 2 2 8 8 0
4M = 64
M ( M - 1 ) = 1 9 2 0
T o t a l  p r o c e s s i n g  t im e  2 4 5  s e c s 2 7 s e c s
The  s e c o n d  a l g o r i t h m  s h o w s  a s i g n i f i c a n t  i m p r o v e ­
m e n t  i n  p r o c e s s i n g  s p e e d  a n d  i s  u s e d  i n  i m p l e m e n t a t i o n  o f  
t h e  i n t e g e r  2DFFT a l g o r i t h m .  The  n o v e l  f e a t u r e s  o f  t h i s  
a l g o r i t h m  a r e  b e s t  e x p r e s s e d  by  r e f e r e n c e  t o  a p r o g r a m m e  
l i s t i n g  o f  p a r t  o f  t h e  s u b r o u t i n e :  t h e  i n t e r e s t i n g
s e c t i o n  o f  t h e  t r a n s p o s e  s u b r o u t i n e  i s  i n c l u d e d  i n  
a p p e n d i x  C t o g e t h e r  w i t h  a b r i e f  e x p l a n a t i o n .
F i n a l l y ,  t h  e t r a n s p o s e  t e c h n i q u e  o u t l i n e d  a b o v e  i s
2s t a t e d  t o  be a p p l i c a b l e  f o r  c a s e s  w h e r e  N=M ; m o r e  
r e c e n t l y ,  E k l u n d h  ( 1 1 2 )  h a s  d e s c r i b e d  an a l g o r i t h m  f o r  
h i g h - s p e e d  t r a n s p o s i t i o n  w h i c h  t u r n s  o u t  t o  be e q u i v a l e n t  
f o r  t h e  c a s e  N = 2 5 6 .  I n  f a c t ,  E k l u n d h ' s  m e t h o d  i s  a g e n ­
e r a l i s a t i o n  o f  t h i s  t e c h n i q u e  t o  a r b i t r a r y  v a l u e s  o f  M, 
and  r e q u i r e s  t h a t  t h e  m a t r i x  be t r a n s f e r r e d  i n  and  o u t  o f  
c o r e  s t o r e  n t i m e s  w h e r e  n i s  t h e  s m a l l e s t  i n t e g e r  p o w e r  
o f  M n e c e s s a r y  t o  s a t i s f y  t h e  i n e q u a l i t y :
M ^ ^ N ( 3 . 4 1 )
T h i s  m e t h o d  c a n  be i n t e r p r e t e d  i n  t e r m s  o f  p a r t i t i o n e d
1 4 7
m a t r i c e s  as  t h e  t r a n s p o s i t i o n  o f  e l e m e n t s  w i t h i n  s u b ­
m a t r i c e s  o f  s i z e  MxM i n  t h e  f i r s t  p a s s ,  f o l l o w e d  by  t h e
t r a n s p o s i t i o n  r o w - b y - r o w  o f  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  s u b -
2 2 3 3
m a t r i c e s  o f  s i z e  MxM, M xM , M x M e t c .  as t h o u g h  t h e y  w e r e  
s i n g l e  e l e m e n t s ,  u n t i l  t h e  c o m p l e t e  m a t r i x  i s  t r a n s p o s e d .
3 . 3  L I N E A R  F I L T E R I N G  I N THE S P A T I A L  FREQUENCY DOMAI N
W i t h  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a l g o ­
r i t h m  o f  s e c t . 3 . 2  i n  m i n d ,  i t  i s  i n s t r u c t i v e  t o  c a r r y  o u t  
a r a n g e  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  e x a m p l e s  u s i n g  v a r i o u s  t y p e s  
o f  f i l t e r i n g  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  i n  o r d e r  t o  
d e t e r m i n e  t h e  n a t u r e  o f  e r r o r s  i n t r o d u c e d  by  i n t e g e r  
a r i t h m e t i c .  S i n c e  t h e  human  o b s e r v e r  i s  u s u a l l y  t h e  
a n a l y s e r  o f  e n h a n c e d  o r  r e s t o r e d  i m a g e s ,  t h e  q u a l i t a t i v e  
e f f e c t s  o f  p r o c e s s i n g  e r r o r s  a r e  b e s t  d i s p l a y e d  u s i n g  
p i c t o r i a l  e x a m p l e s ;  b y  c o m p a r i s o n ,  q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e s  
o f  i m a g i n g  e r r o r s  a r e  d i f f i c u l t  t o  f i n d ,  w h e r e  t h e  
e f f e c t s  o f  e r r o r s  on t h e  o b s e r v e r  a r e  c o n c e r n e d ,  s i n c e  i t  
i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  H VS m u s t  p l a y  
an i m p o r t a n t  p a r t  i n  s u c h  m e a s u r e s .  T h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s  
a r e  s t i l l  n o t  w e l l - u n d e r s t o o d ,  a l t h o u g h  s i m p l i f i e d  m ode ls  
c a n  be u s e d  ( c h a p t e r  4 ) .
I n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  l i n e a r  f i l t e r i n g  
i s  a c c o m p l i s h e d  by  s i m p l y  m u l t i p l y i n g  t h e  c o m p l e x  m a t r i x  
d e f i n i n g  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  by  t h e  p r e s c r i b e d  
f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c ,  p o i n t  b y  p o i n t .  T h i s  may o f t e n  
be  s i m p l i f i e d  t o  a p r o p o r t i o n a l  w e i g h t i n g  o f  t h e
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s p e c t r a l  s a m p l e s  w h i c h  i s  p a r t i c u l a r l y  e a s y  t o  i m p l e m e n t  
i n  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r ,  e s p e c i a l l y  wh e n  t h e  f i l t e r  
c h a r a c t e r i s t i c  e m p l o y e d  i s  r e a l - v a l u e d  ( i . e .  i m p l i e s  no 
s p a t i a l  s h i f t  o f  t h e  i m a g e ) ,  as  i s  f r e q u e n t l y  t h e  c a s e .
The  t y p e s  o f  s p a t i a l  f r e q u e n c y  f i l t e r i n g  f o r  w h i c h  t h e  
2DFFT p r o v i d e s  a s u i t a b l e  r o u t e  c a n  be s p l i t  i n t o  t h r e e  
b r o a d  c a t e g o r i e s .  Some e x a m p l e s  f r o m  e a c h  a r e  s h o w n  i n  
t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s ;  b e c a u s e  a p a r t i c u l a r l y  s h o r t  
w o r d  l e n g t h  i s  u s e d ,  c e r t a i n  f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c s  
q u i c k l y  r e v e a l  t h e  n a t u r e  o f  t h e  e r r o r s  and  i t  b e c o m e s  
p o s s i b l e  t o  d e v e l o p  a q u a l i t a t i v e  m e a s u r e  o f  p r o c e s s i n g  
e r r o r s  i n  a s u b j e c t i v e  s e n s e .  Mo r e  i m p o r t a n t l y ,  t h e  
f r e q u e n c y  d o m a i n  p r o v i d e s  a s u i t a b l e  a r e n a  f o r  t h e  i n ­
v e s t i g a t i o n  o f  some p r o p e r t i e s  o f  t h e  HVS,  w i t h  a v i e w  
t o  a l e s s  s u b j e c t i v e  a s s e s s m e n t  o f  t h e s e  e r r o r s ,  when 
s p e c i f i c  c l a s s e s  o f  f i l t e r  a r e  c o n s i d e r e d .
T he  t h r e e  c a t e g o r i e s  c o n s i d e r e d  a r e  s i m p l e  l i n e a r  
f i l t e r i n g ,  m u l t i p l i c a t i v e  f i l t e r i n g  a n d  m a t c h e d  f i l t e r i n g ;  
f r o m  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m  s t a n d p o i n t ,  i t  i s  c o n s i d e r e d  
t h a t  t h e s e  t h r e e  c a t e g o r i e s  r e p r e s e n t  a s t e a d i l y  i n c r e a s ­
i n g  d i f f i c u l t y  i n  m a i n t a i n i n g  a r i t h m e t i c  a c c u r a c y .  The  
way  i n  w h i c h  t h e  e n s u i n g  e r r o r s  m a n i f e s t  t h e m s e l v e s  i s  
t h e n  a f u n c t i o n  o f  t h e  r e l a t i v e  w e i g h t i n g  o f  s p e c t r a l  
s a m p l e s ,  o c c u p y i n g  d i f f e r e n t  s p a t i a l  f r e q u e n c y  a r e a s ,  b y  
t h e  f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c .
T h e  m a t c h e d  f i l t e r  i s  s h o w n  t o  be p a r t i c u l a r l y  
d i f f i c u l t  t o  i m p l e m e n t  w i t h  h i g h  a c c u r a c y ,  b u t  i n  many
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c a s e s  o f  s i m p l e  d e t e c t i o n ,  t h e  e r r o r s  i n v o l v e d  do n o t  
s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t  t h e  f i l t e r ' s  d e t e c t i o n  c a p a b i l i t y .  
H o w e v e r ,  a h i g h l y  a c c u r a t e  m a t c h e d  f i l t e r i n g  s y s t e m  c a n  
be u s e d  as a p o s s i b l e  d e t e c t o r  o f  t h e  d e g r e e  o f  e r r o r  
p r e s e n t ,  p a r a l l e l l i n g  t o  some e x t e n t  t h e  e q u i v a l e n t  d e t ­
e c t i o n  by  t h e  HVS.  F o r  s u c h  a s y s t e m ,  a 2DFFT u s i n g  
f l o a t i n g  p o i n t  a r i t h m e t i c  i s  a b s o l u t e l y  e s s e n t i a l .  These  
c o n s i d e r a t i o n s  a r e  d e f e r r e d  t o  c h a p t e r  4 .
3 . 3 . 1  TWO- DI MENSI ONAL  F I L T E R I N G
F i l t e r i n g  o f  a t w o - d i m e n s i o n a l  f u n c t i o n  i s  a v e r y  
s i m p l e  o p e r a t i o n  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  d o m a i n .  The  
t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m ,  G ( u , v )  i s  s i m p l y  m u l t i p l i e d  
p o i n t ^ b y - p o i n t  w i t h  t h e  f r e q u e n c y  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  
r e q u i r e d  f i l t e r ,  H ( u , v )  and  t h e  r e s u l t i n g  s p e c t r u m  i s  
i n v e r s e  t r a n s f o r m e d .  S u c h  an o p e r a t i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  
c a r r y i n g  o u t  a t w o - d i m e n s i o n a l  c o n v o l u t i o n  o f  t h e  i m a g e  
w i t h  a n y  c o n c e i v a b l e  t w o - d i m e n s i o n a l  f u n c t i o n  o f  t h e  
same d i m e n s i o n s .  H ( u , v )  may be d e t e r m i n e d  by  a v a r i e t y  
o f  t e c h n i q u e s .  I n  many  c a s e s ,  t h e  p r o c e s s i n g  r e q u i r e d  
i s  n o t  e x p e c t e d  t o  f a v o u r  a n y  o n e  d i r e c t i o n  i n  t h e  i m a g e  
m o r e  t h a n  o t h e r s ,  so  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  H ( u , v )  
i s  i s o t r o p i c .  U n d e r  s u c h  c o n d i t i o n s ,  t h e  r e s p o n s e  o v e r  
t h e  e n t i r e  f r e q u e n c y  p l a n e  c a n  be s p e c i f i e d  b y  e i t h e r  a 
o n e - d i m e n s i o n a l  r a d i a l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e ,  o r  e l s e  a 
o n e - d i m e n s i o n a l  PSF.
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I n  t h i s  s e c o n d  c a s e , t h e  r a d i a l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  c a n  
be  c a l c u l a t e d  u s i n g  a o n e - d i m e n s i o n a l  H a n k e l  t r a n s f o r m ,  
w h i c h  i s  e a s i l y  i m p l e m e n t e d  b y  c h a n g i n g  t h e  t r a n s f o r m  
k e r n a l  f r o m  e x p  ( j  2 t r w r / N  ) t o  J ^ ( 2 7 T w r / N ) .  The  f i l t e r i n g  i s  
t h e n  p e r f o r m e d  b y  c a l c u l a t i n g  t h e  r a d i a l  d i s t a n c e  o f  e a c h  
s p e c t r a l  s a m p l e  f r o m  z e r o  f r e q u e n c y  and  m u l t i p l y i n g  b y  t h e  
f i l t e r  r a d i a l  r e s p o n s e  a t  t h a t  f r e q u e n c y .  F o r  an i m a g e  
m a t r i x  o f  Nx N,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  t h e  r a d i a l  
f r e q u e n c y  p r o f i l e  o v e r  o n l y  H/aTz p o i n t s  a t  t h e  m o s t  t o  
c o m p l e t e l y  s p e c i f y  t h e  f i l t e r .  I n d e e d ,  f o r  many  f i l t e r s  
w i t h  a l o w - p a s s  t y p e  c h a r a c t e r i s t i c ,  i t  w i l l  o n l y  be 
n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  t h e  f i l t e r  o v e r  a n u m b e r  o f  p o i n t s  
much l e s s  t h a n  H// fz and  t o  m e r e l y  s e t  t o  z e r o  a l l  s p e c t r a l  
s a m p l e s  b e y o n d  t h a t  r a d i u s ,  r e s u l t i n g  i n  much i m p r o v e d  
c o m p u t a t i o n a l  s p e e d .
A s p e c i a l  c a s e  o f  s u c h  a f i l t e r  i s  t h e  ' z e r o - o n e '  
f i l t e r ,  w h e r e  s p e c t r a l  s a m p l e s  a r e  e i t h e r  r e t a i n e d  o r  d i s ­
c a r d e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c .  A l o w - p a s s  
z e r o - o n e  f i l t e r  r e s u l t s  i n  a f i l t e r e d  i m a g e  w h i c h  i s  
i d e n t i c a l  t o  t h e  i m a g e  f o r m e d  b y  a t r a n s f o r m  c o d i n g  s y s t e m  
u s i n g  s i m p l e  z o n a l  s a m p l i n g .  T h e s e  f i l t e r s  a r e  e s p e c i a l l y  
a t t r a c t i v e  b e c a u s e  o f  t h e  s p e e d  a t  w h i c h  t h e  s p e c t r a l  p l a n e  
c a n  be f i l t e r e d .  H o w e v e r , t h e  s h a r p  c u t - o f f  r e s u l t s  i n  
' r i n g i n g '  a l o n g  t h e  e d g e s  o f  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e s  i n  much  
t h e  same way  as  f o r  o n e - d i m e n s i o n a l  t i m e  v a r y i n g  s i g n a l s .  
C o n s e q u e n t l y  t h e  c o n t r a s t  o f  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e  i s  p o o r  
b e c a u s e  t h e  t o t a l  d y n a m i c  r a n g e  i s  e x a g g e r a t e d  by  t h e  p e a k s  
o f  t h e  o s c i l l a t i o n s ;  i t  i s  a l s o  o f  i n t e r e s t  t o  n o t e  t h a t
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u n r e a l  n e g a t i v e  b r i g h t n e s s e s  o c c u r  as  a r e s u l t  o f  t h e  
r i n g i n g .  The  c o n t r a s t  may be i m p r o v e d  by  a p p l y i n g  a n o n ­
l i n e a r  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  t y p e  s h o w n  i n  
e g . 1 . 2 ^  , t o  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e  b e f o r e  o u t p u t  t o  c l i p  away
t h e  p e a k s  a t  t h e  u p p e r  and  l o w e r  e n d s  o f  t h e  i m a g e  r a n g e .
E x a m p l e s  o f  s i m p l e  z e r o - o n e  f i l t e r i n g  w i t h  i s o t r o p i c  
c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  f i g . 3 . 8 . N o t e  t h a t  some 
e r r o r s  n o t  r e l a t e d  t o  i m a g e  s t r u c t u r e  a r e  e v i d e n t  e s p e c i a l l y  
i n  t h e  c a s e  o f  t h e  h i g h - p a s s  c h a r a c t e r i s t i c s .  F i  g . 3 . 8  f  
s h o w s  t h e  i m a g e  as  i t  a p p e a r s  a f t e r  f o u r  s u c c e s s i v e  a p p l i ­
c a t i o n s  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  and  i n v e r s e  
t r a n s f o r m  a l g o r i t h m  f o r  c o m p a r i s o n  p u r p o s e s .  W h i l s t  h i g h -  
p a s s  f i l t e r s  n a t u r a l l y  a c c e n t u a t e  n o i s e  p r e s e n t  i n  t h e  
o r i g i n a l  i m a g e ,  t h e r e  i s  a m o r e  i n s i d i o u s  e f f e c t  h i g h ­
l i g h t e d  b y  t h e m  i n  t h e  c a s e  o f  i n t e g e r  t r a n s f o r m a t i o n s .
I n  s e c t . 3 . 2 . 2 ,  i t  was  s h o wn  t h a t  t h e  r e s c a l i n g  t e c h n i q u e  
u s e d  i n  t h e  2DFFT a l g o r i t h m  u n a v o i d a b l y  r e s u l t s  i n  p r o p ­
o r t i o n a l l y  h i g h e r  t r u n c a t i o n  e r r o r s  i n  t h e  h i g h e r  f r e q u e n c y  
s p e c t r a l  s a m p l e s .  A h i g h  p a s s  f i l t e r  t h e n  a g g r a v a t e s  t h e s e  
e r r o r s  b y  i n c r e a s i n g  t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  h i g h  
f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s ,  w h i c h  a r e  t h e n  i n v e r s e  t r a n s f o r m e d  
w i t h  e v e n  g r e a t e r  e r r o r s  i n t r o d u c e d .  C l e a r l y  t h e  c r i t i c a l  
f a c t o r  a f f e c t i n g  t h e  m a g n i t u d e  o f  h i g h  f r e q u e n c y  e r r o r s  i s  
t h e  i n t e g e r  r a n g e  a v a i l a b l e  f o r  n u m b e r  r e p r e s e n t a t i o n ,  
w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  c o m p u t e r ' s  w o r d  l e n g t h .
A n o t h e r  r e s u l t  w h i c h  w o u l d  be e x p e c t e d  t h e r e f o r e ,  i s  
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c o m p o n e n t s  r a t h e r  l e s s  w i l l  p r o d u c e  s m a l l e r  e r r o r s  i n  
t h e  p r o c e s s e d  i m a g e s .  F i g s . 3 . 9 a  and  b s h o w h i g h  p a s s  
f i l t e r e d  i m a g e s  w i t h  t h e  same c u t  o f f  f r e q u e n c i e s  as 
f i g s . S . B d  a n d  e b u t  w i t h  5 0^  o f  t h e  l o w  f r e q u e n c y  
s p e c t r a l  m a g n i t u d e  r e t a i n e d .  O t h e r  c h a r a c t e r i s t i c s  w h ich  
p r o d u c e  e n h a n c e d  i m a g e s  b y  e x a g g e r a t i o n  o f  e d g e s  i n  t h e  
i m a g e  a r e  s h o w n  i n  f i g s . 3 . 9 c  and  d ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  
i m a g e s  i n  e a n d  f .  A g a i n ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  v i s i b l e  
e r r o r s  i s  l e s s  s i n c e  t h e  f i l t e r s  a r e  n o t  so  s e v e r e  a t  
l o w  f r e q u e n c i e s .  Of  c o u r s e  t h e  r a n g e  o f  p o s s i b l e  f i l t e r  
c h a r a c t e r i s t i c s  w h i c h  may be o f  u s e  f o r  e d g e  e n h a n c e m e n t  
p u r p o s e s  i s  v i r t u a l l y  i n f i n i t e ;  h o w e v e r  t h e  m a i n  p o i n t ,  
t h a t  h i g h  f r e q u e n c y  s p e c t r a l  s a m p l e s  a r e  g e n e r a l l y  t h e  
m o s t  i n  e r r o r  as  a r e s u l t  o f  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m ,  ha s  
b e e n  e x e m p l i f i e d  b y  t h e s e  f i l t e r s .
An e x e r c i s e  w h i c h  p r o v i d e s  a r a t h e r  mo r e  s e v e r e  t e s t  
o f  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  2DFFT i s  t h e  r e s t o r a t i o n  p r o b l e m  
p o s e d  b y  an i m a g e  b l u r r e d  by  a t m o s p h e r i c  t u r b u l a t i o n  o r  
c a m e r a  d e f o c u s .  T h i s  h a s  a l r e a d y  b e e n  d e s c r i b e d  i n  
c h a p t e r  o n e ,  a n d  i n  t h e  c a s e  o f  b a d  d e f o c u s  t h e  d e g r a d i n g  
f u n c t i o n  a p p r o x i m a t e s  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s i n c ( x )  f u n c t i o n ,  
Th e  s e v e r e  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  s p e c t r u m  a t  s p e c i f i c  f r e ­
q u e n c y  a n n u l i  r e q u i r e s  h i g h  a c c u r a c y  i n  t h e  r e s t o r a t i o n  
o f  t h o s e  f r e q u e n c i e s ,  w h i c h  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m  i s  
u n a b l e  t o  p r o v i d e .  An o r i g i n a l  s c e n e  was  d i g i t i s e d  u s i n g  
t h e  v i d i c o n  c a m e r a  s y ' s t e m d e s c r i b e d  i n  a p p e n d i x  A,  and  
a g a i n  w i t h  t h e  c a m e r a  b a d l y  d e f o c u s s e d .  T h e s e  t w o  scenes  
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an  i n v e r s e  B & S S e i  f i l t e r  was  t h e n  u s e d  i n  an a t t e m p t  t o  
r e s t o r e  t h e  d e f o c u s s e d  i m a g e  b y  v a r y i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  
t h e  z e r o s  u n t i l  t h e  b e s t  r e s t o r a t i o n  r e s u l t e d .  The  b e s t  
r e s t o r e d  i m a g e  i s  s h o w n  i n  f i g . 3 . 1 0 c and  t h e  f i l t e r  r a d i a l  
c r o s s - s e c t i o n  u s e d  i n  f i g . 3 . 1 G d .  The q u a l i t y  o f  r e s t o r ­
a t i o n  i s  o b v i o u s l y  v e r y  p o o r  and  c a n  be a t t r i b u t e d  
d i r e c t l y  t o  t h e  e r r o r s  i n t r o d u c e d  by  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m  
r e s u l t i n g  i n  v e r y  i n a c c u r a t e  r e c o n s t r u c t i o n  o f  s p e c t r a l  
s a m p l e s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  z e r o  a n n u l i .  By c o m p a r i s o n  
t h e  i m a g e  o f  f i g . 3 . 1 G e  was  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  same f i l t e r  
w i t h  a f l o a t i n g - p o i n t  t r a n s f o r m  ( s e e  c h a p t e r  4 )  and  
r e s u l t s  i n  a s o m e w h a t  h i g h e r  q u a l i t y  r e s t o r a t i o n . H o w e v e r ,  
t h e  d e f o c u s  p r o b l e m  i s  a v e r y  s e v e r e  t e s t  f o r  t h e  i n t e g e r  
2 D F F T ,  a n d  i t  w o u l d  seem t h a t  l e s s  e x a c t i n g  e d g e  e n h a n c e ­
m e n t  p r o b l e m s  a r e  w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  t h i s  a l g o r i t h m .
B e c a u s e  t h e  HVS i s  p a r t i c u l a r l y  s e n s i t i v e  t o  r a p i d l y  
v a r y i n g  e d g e s  i n  an i m a g e ,  and  t e n d s  t o  f o l l o w  t h e i r  
o r i e n t a t i o n s ,  a m o d e r a t e  d e g r e e  o f  h i g h - p a s s  f i l t e r i n g  
u s u a l l y  r e s u l t s  i n  an i m a g e  w h i c h  i s  e n h a n c e d  i n  t h e  s e n s e  
t h a t  i t  h a s  a m o r e  p l e a s i n g  q u a l i t y  t o  t h e  o b s e r v e r .
T h r e e  o r i g i n a l  s c e n e s  d i g i t i s e d  t o  2 5 6 x 2 5 6  p i x e l s  a r e  
s h o w n  i n  f i g . 3 . 1 1 .  E a c h  i s  p r o c e s s e d  u s i n g  an i s o t r o p i c  
h i g h - p a s s  f i l t e r  w h o s e  r a d i a l  p r o f i l e  i s  g i v e n  b y  f i g . 3 . 9c .  
T h e  p r o c e s s e d  i m a g e s  s h o w an i n c r e a s e  i n  d e f i n i t i o n  o f  t h e  
h i g h  f r e q u e n c y  t e x t u r e ;  i n  f a c t  t h e  p l e a s i n g  r e s u l t s  
a p p e a r  t o  be d u e  t o  t h e  a c c e n t u a t i o n  o f  e x i s t i n g  e d g e  
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g o o d  q u a l i t y  r e c o n s t r u c t i o n s  f o r  f i l t e r i n g  o f  t h i s  t y p e .
B l o c k i n g  f i l t e r s  may be u s e d  i n  a t w o - d i m e n s i o n a l  
s e n s e  t o  s u p p r e s s  d e t a i l  i n  an i m a g e ,  a t  s p e c i f i c  o r i e n t ­
a t i o n s ,  w h i c h  i s  n o t  r e q u i r e d .  I n t e r e s t i n g  e x a m p l e s  
i n c l u d e  t h e  s u p p r e s s i o n  o f  r a s t e r  p a t t e r n s  r e s u l t i n g  f r o m  
v i d i c o n  s c a n n i n g  and  r e m o v a l  o f  u n w a n t e d  l i n e s  i n  t y p e ­
s c r i p t .  I n  s u c h  e x a m p l e s ,  a c c u r a c y  i n  t h e  f i l t e r i n g  i s  
n o t  o f  p a r a m o u n t  i m p o r t a n c e  i n  many  c a s e s .  T h r e e  e x a mp l e s  
o f  t h e  u t i l i t y  o f  t h e  i n t e g e r  2DFFT i n  i m p l e m e n t i n g  
b l o c k i n g  f i l t e r s  a r e  p r e s e n t e d  h e r e .  The  f i r s t  s i m p l e  
e x e r c i s e  i s  p r o v i d e d  by  t h e  p r o b l e m  o f  r e m o v i n g  t h e  h o r i ­
z o n t a l  b a r s  f r o m  t h e  g r i d  p a t t e r n  o f  f i g . 3 . 1 2 a .  The 
p o w e r  s p e c t r u m  o f  t h i s  p a t t e r n  a p p r o x i m a t e s  a t w o - d i m e n s ­
i o n a l  a r r a y  o f  i m p u l s e s  when  t h e  w i d t h  o f  t h e  b a r s  i s  
v e r y  s m a l l .  F o r  b a r s  s p a c e d  a d i s t a n c e  j  a p a r t  i n  t h e  x 
d i r e c t i o n  and  k i n  t h e  y d i r e c t i o n ,  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
s p e c t r u m  i s ;
G ( u , v ) = c T ( u - m N / j )  + / ( v - n I \ i y k )  ( 3 . 4 2 a )
f o r  m= — j / 2 , — ( j / 2 ) +1  — — —, 0 , — — — ( j / 2 ) + 1 , j / 2  ( 3 . 4 2 b )
a n d  n = —k / 2 ,  — ( k / 2 )  + l — — —, 0 ,  — — — ( k / 2 ) + 1 , k / 2  ( 3 . 4 2 c )
and  i s  i l l u s t r a t e d  ( i n  t h e  f o r m a t  | g ( u , v ) |   ̂ f o r  p h o t o ­
g r a p h i c  o u t p u t )  i n  f i g . 3 . 1 2 b .  A b l o c k i n g  f i l t e r  w h o s e  
c h a r a c t e r i s t i c  i s  g i v e n  b y :
H ( u , V ) = 1 f o r  - N / k  ^  v ^ N / k  ( 3 . 4 3 )
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s h o u l d  t h e n  r e m o v e  a l l  s p a t i a l  f r e q u e n c i e s  c o n s t i t u t i n g  
t h e  h o r i z o n t a l  b a r s ;  t h i s  f i l t e r  was  i m p l e m e n t e d  u s i n g  
t h e  i n t e g e r  2 D F F T ,  and  r e s u l t s  i n  an a l m o s t  p e r f e c t  
s u p p r e s s i o n  s h o w n  i n  f i g . 3 . 12c .
The  same f i l t e r  i s  a l s o  u s e f u l  f o r  t h e  e n h a n c e m e n t  
o f  v e r t i c a l  e d g e s  i n  g e n e r a l .  As an e x a m p l e ,  s u p p o s e  a 
s e t  o f  t r a c e s  s h o w n  i n  f i g . 3 . 13a d e f i n e  i m p o r t a n t  o c c u r r ­
e n c e s  e a c h  t i m e  t h e r e  i s  an o s c i l l a t o r y  v a r i a t i o n  i n  t h e  
y d i r e c t i o n ;  t h e n  t h e s e  o c c u r r e n c e s  c a n  be e x a g g e r a t e d  by  
e n h a n c i n g  v e r t i c a l  and  n e a r - v e r t i c a l  e d g e s  w i t h  t h e  same 
f i l t e r ,  as  s h o w n  i n  f i g . 3 . 13b ( a n d  t h r e s h o l d e d  i n  f i g . 3 . 13c)  
I n  t h i s  c a s e  t h e  i n c r e a s i n g  b a c k g r o u n d  l e v e l  t o w a r d  t h e  
r i g h t  o f  t h e  i m a g e  i s  d u e  t o  n o n l i n e a r i t i e s  o f  t h e  v i d i ­
c o n  t a r g e t  a g g r a v a t e d  b y  t h e  s h o r t  f o c a l  l e n g t h  u s e d  f o r  
t h i s  i n p u t .  A n o t h e r  e x a m p l e  i s  t h e  r e m o v a l  o f  l i n e s  
b e t w e e n  t e x t .  I n  t h i s  c a s e  t h e  l i n e s  b e t w e e n  t h e  t e x t  
r e s u l t  i n  a s p e c t r u m  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  t e x t  
s p e c t r u m  a d d e d  t o  a s e t  o f  i m p u l s e s  s i t u a t e d  a l o n g  t h e  
V a x i s .  T h u s  a f i l t e r  w i t h  t h e  c h a r a c t e r i s t i c :
H ( u , V ) = 0  f o r  V = -  -  -  - 2 N / k , - N / k , 0 , N / k , 2 N / k  e t c .
( - N / 2 ^ v ^ N / 2 )  ( 3 . 4 4 )
= 1 o t h e r w i s e
w i l l  r e m o v e  t h e  l i n e s  w i t h o u t  s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t i n g  
t h e  t e x t  s p e c t r u m .
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E v i d e n t l y  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m  i s  b e s t  s u i t e d  f o r  
a n a l y s i s  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  d i r e c t l y ,  
a v o i d i n g  t h e  i n a c c u r a c i e s  o f  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m .  The 
t e c h n i q u e  o f  s p e c t r a l  s i g n a t u r e  a n a l y s i s  ( 1 . 4 . 2 )  i s  l one 
a r e a  w h e r e  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  i s  u s e d  d i r e c t l y .  A n o t h e r  
i n t e r e s t i n g  u s e  o f  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  i s  i n  t h e  a n a l y s i s  
o f  s c a n n e r  f a u l t s  w h i c h  may n o t  r e a d i l y  be a p p a r e n t  i r  
t h e  i m a g e  i t s e l f .  S u c h  f a u l t s  may m a n i f e s t  t h e m s e l v e : s  as 
s l i g h t  b l u r r i n g  o r  as a d d i t i o n  o f  t h e  i m a g e  w i t h  a s Ih i f  t ed  
v e r s i o n  o f  i t s e l f .  The  n o i s e  i m a g e  o f  f i g . 3 . 14a h a s  been 
p r o d u c e d  by  t h r e s h o l d i n g  g a u s s i a n - f i l t e r e d  w h i t e  n o i s e  
I n  f i g . 3 . 14b a s i m i l a r  i m a g e  i s  i l l u s t r a t e d .  H o w e v e x  i t  
i s  n o t  i m m e d i a t e l y  o b v i o u s  t h a t  t h i s  i m a g e  c o n s i s t s  t of  an 
o r i g i n a l  n o i s e  p a t t e r n  a d d e d  t o  t h e  same p a t t e r n  s h i f t e d  
B p i x e l s  i n  t h e  x d i r e c t i o n .  C o m p u t a t i o n  o f  t h e  p o w e r  
s p e c t r u m  o f  f i g . 3 . 1 4 c  i m m e d i a t e l y  s h o w s  t h e  u n u s u a l  
c h a r a c t e r  o f  t h e  i m a g e  by  v i r t u e  o f  t h e  F o u r i e r  s h i f t i n g  
t h e o r e m ,  and  a d d i t i o n a l l y  a l l o w s  a p r e c i s e  m e a s u r e m e n t  of  
t h e  d e g r e e  o f  s h i f t .  A s i m i l a r  t r e a t m e n t  o f  t h e  b l u r r e d  
i m a g e  o f  f i g . 3 . l 4 d  r e s u l t s  i n  t h e  s p e c t r u m  o f  3 . 1 4  e w h i c h  
a l l o w s  an a p p r o x i m a t e  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  p o s i t i o n  o f  zer os 
i n  t h e  f r e q u e n c y  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  d e g r a d a t i o n .
We c o n c l u d e  t h a t  t h e  e r r o r s  i n t r o d u c e d  b y  t h e  i n t e g e r  
2DFFT b e c o me  s u b j e c t i v e l y  m o s t  a n n o y i n g  when  t h e  m a g n i t u d e s  
o f  h i g h  f r e q u e n c y  s a m p l e s  a r e  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  d . c .  and 
l o w  f r e q u e n c y  e n e r g y ,  and  t h a t  i t  i s  t h e  n a t u r e  o f  t h e
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S t r i c t l y ,  p s e u d o - r a n d o m  n o i s e .
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m a t r i x  r e s c a l i n g  w h i c h  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  t h i s .  I t  
f o l l o w s  t h a t  i m a g e s  w i t h  a h i g h  a v e r a g e  b r i g h t n e s s ,  and  
f i l t e r i n g  w h i c h  g r e a t l y  i n c r e a s e s  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  
h i g h - f r e q u e n c y  s p e c t r a l  c o m p o n e n t s  p r o d u c e  c o n d i t i o n s  
w h i c h  f a v o u r  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  t r a n s f o r m  e r r o r s .
3 . 3 . 2  HOMOMORPHIC F I L T E R I N G
The  c o n c e p t s  o f  n o n l i n e a r  f i l t e r i n g  h a v e  a l r e a d y  
b e e n  d e s c r i b e d  i n  a t h e o r e t i c a l  s e n s e  i n  1 . 2 . 3 .  F r om an 
i m a g e  p r o c e s s i n g  s t a n d p o i n t ,  t h e  b a s i c  p r e m i s e  i s  t h a t  
an i m a g e  i s  f o r m e d  by  t h e  r e f l e c t i o n ,  f r o m  t h e  v a r i o u s  
f a c e t s  and  e d g e s  i n  t h e  o b j e c t  s p a c e ,  o f  t h e  i n c i d e n t  
i l l u m i n a t i n g  l i g h t ;  t h e  i m a g e  i s  t h e r e f o r e  a m u l t i p l i c ­
a t i v e  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  i n c i d e n t  l i g h t ,  i ( x , y ) ,  and  t h e  
r e f l e c t a n c e  o f  t h e  o b j e c t ,  r ( x , y ) ,  w h e r e  t h e  i l l u m i n a n c e  
i s  i n  g e n e r a l  s l o w l y  v a r y i n g  w h i l s t  t h e  r e f l e c t a n c e  c o n ­
t a i n s  p r e d o m i n a n t l y  h i g h  f r e q u e n c i e s .  Use o f  a l o g a r i t h m i c  
p r e p r o c e s s o r  and  an e x p o n e n t i a l  p o s t p r o c e s s o r  t h e n  a l l o w s  
p a r t i a l l y  i n d e p e n d e n t  f i l t e r i n g  o f  t h e  t w o  f u n c t i o n s .
The  t e c h n i q u e  h a s  t h e  h i g h l y  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  o f  e n s u r ­
i n g  t h a t  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e  n e v e r  c o n t a i n s  n e g a t i v e  
v a l u e s  o f  b r i g h t n e s s .
Wh e r e  i n t e g e r  d a t a  i s  i n v o l v e d ,  t h e  c o n c e p t  o f  
a c c u r a t e  l o g a r i t h m i c  and  e x p o n e n t i a l  w e i g h t i n g  o f  i m a g e s  
i s  d i f f i c u l t  t o  r e a l i z e  s a t i s f a c t o r i l y  b e c a u s e  o f  q u a n t ­
i z a t i o n  e r r o r s ,  b u t  m o r e  i m p o r t a n t l y ,  t h e  i n c r e a s e d  e n e r g y  
c o n t e n t  i n h e r e n t  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  l o g  i m a g e  
i m p l i e s  l a r g e r  e r r o r s  d u r i n g  t r a n s f o r m a t i o n  b e c a u s e  o f
1 5B
t h e  e x t r a  l o s s  i n  s i g n i f i c a n c e  o f  h i g h  f r e q u e n c y  s p e c t r a l  
c o m p o n e n t s .  I t  i s  t h e r e f o r e  l o g i c a l  t o  t r y  some e x e r c i s e s  
i n  h o m o m o r p h i c  f i l t e r i n g  t o  a s s e s s  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  
t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m  t e c h n i q u e .
The  p h y s i c a l  e f f e c t s  o f  t h e  h o m o m o r p h i c  f i l t e r  a r e  
t o  c o m p r e s s  t h e  d y n a m i c  r a n g e  o f  t h e  i m a g e  t o  f i t  t h e  
p h o t o g r a p h i c  m e d i u m  w i t h o u t  l o s i n g  l o w - c o n t r a s t  i n f o r m a t ­
i o n  p r e s e n t ;  i t  a c c o m p l i s h e s  t h i s  b e c a u s e  t h e  a c c e n t u a t i o n  
o f  h i g h e r  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  i n  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  l o g  
i m a g e  i s  t a n t a m o u n t  t o  p r o c e s s i n g  t h e  i m a g e  w i t h  a p h o t o ­
g r a p h i c  gamma w h i c h  i s  g r e a t e r  f o r  h i g h  f r e q u e n c . y  d e t a i l  
t h a n  f o r  l o w  f r e q u e n c y  v a r i a t i o n s .  H e n c e  t h e  m o d e l  
a s s u m e s  t h a t  t h e  l o w  c o n t r a s t  i n f o r m a t i o n  i s  p r e d o m i n a n t l y  
r e f l e c t e d  d e t a i l  o f  o b j e c t s  w i t h i n  t h e  s c e n e ,  a s i t u a t i o n  
w h i c h  i s  c o m m o n l y  c o r r e c t .  We t h e r e f o r e  s e e k  an i m a g e  
c o n t a i n i n g  a w i d e  r a n g e  o f  i l l u m i n a t i o n  w h i c h  whe n  c o m ­
p r e s s e d  l i n e a r l y  t o  f i t  t h e  a v a i l a b l e  p h o t o g r a p h i c  d y n a m i c  
r a n g e  r e s u l t s  i n  t h e  l o s s  o f  a l l  l o w - c o n t r a s t  d e t a i l .
S u c h  a s c e n e  i s  s h o w n  i n  f i g . 3 . 1 5 a .
A c o n v e n t i o n a l  a p p r o a c h  t o  t h e  e n h a n c e m e n t  o f  l o w -  
c o n t r a s t  d e t a i l  i s  t o  s t r e t c h  p a r t  o f  t h e  i m a g e  b r i g h t n e s s  
r a n g e  w h i c h  r e s u l t s  i n  i m p r o v e d  r e n d i t i o n  i n  t h a t  r a n g e  
b u t  s u p p r e s s e s  d e t a i l  e v e n  m o r e  e l s e w h e r e  i n  t h e  i m a g e  
d y n a m i c  r a n g e .  T h u s  s t r e t c h i n g  o f  t h e  l o w ,  m i d  and  h i g h  
b r i g h t n e s s  r a n g e s  i n  f i g s . 3 . 1 5 b - d  e n h a n c e s  l o w  l e v e l  
d e t a i l  i n  t h e  r e s p e c t i v e  p a r t  o f  t h e  r a n g e ,  b u t  i s  u s e l e s s  




C o n v e n t i o n a l  h i g h  p a s s  f i l t e r i n g  e n h a n c e s  t h e  l o w  c o n t r a s t  
d e t a i l  m o r e  u n i f o r m l y ,  b u t  t h e r e  a r e  a r e a s  w h e r e  a l l  d e t a i l  
i s  l o s t  b e c a u s e  o f  t h e  n e g a t i v e  b r i g h t n e s s  v a l u e s  i n  t h e  
p r o c e s s e d  i m a g e  ( f i g . 3 . l 5 e ) .  I f  t h e  i m a g e  i s  n o r m a l i s e d  
b e t w e e n  t h e  p e a k s  o f  t h e  r i n g i n g  e d g e s  i n s t e a d  o f  c l i p p i n g  
t h e  p e a k s  a w a y ,  a w a s h e d - o u t  i m a g e  o f  v e r y  p o o r  c o n t r a s t  
r e s u l t s  ( f i g . 3 . l 5 f ) ,  w h i l s t  p a r t i a l  c l i p p i n g  i s  a bad 
c o m p r o m i s e  b e t w e e n  t h e  t w o  ( 3 . l 5 g ) .  The  i m a g e  o f  f i g .  3.15h 
h a s  b e e n  l o g a r i t h m i c a l l y  w e i g h t e d  u s i n g  a l o o k - u p  p r o c e d u r e  
b e f o r e  l i n e a r  f i l t e r i n g  u s i n g  t h e  same c h a r a c t e r i s t i c  as  
f i g . 3 . l 5 e ,  and  e x p o n e n t i a l l y  w e i g h t e d  b e f o r e  o u t p u t .
W h i l s t  an i m p r o v e m e n t  i n  l o w - c o n t r a s t  e n h a n c e m e n t  o v e r  t h e  
l i n e a r  f i l t e r  i s  e v i d e n t ,  t h e  i n a c c u r a c i e s  i n c u r r e d  t h r o u g h  
t h e  u s e  o f  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  i n  t h e  w e i g h t i n g s  and  t h e  
t r a n s f o r m s  a r e  s u f f i c i e n t  t o  p r o d u c e  an i m a g e  w h i c h  i s  
v i s u a l l y  n o t  v e r y  p l e a s i n g .
F u r t h e r  v e r i f i c a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m s  c a u s e d  by  h i g h  
d . c .  e n e r g y  c o m p o n e n t s  i s  p r o v i d e d  by  e x a m p l e s  o f  h o m o ­
m o r p h i c  f i l t e r i n g  on t h r e e  d i f f e r e n t  s c e n e s  i n  f i g . 3 . 1 6 / \  
A g a i n  s i g n i f i c a n t  e r r o r s  a r e  v i s i b l e  i n  t h e  p r o c e s s e d  
i m a g e , ,  a l t h o u g h  i n  t e r m s  o f  c o n t r a s t  e n h a n c e m e n t ,  t h e  n o n ­
l i n e a r  f i l t e r  d o e s  o f f e r  i m p r o v e m e n t  o v e r  l i n e a r  f i l t e r i n g .
When h i g h l y  a c c u r a t e  a r i t h m e t i c  i s  u s e d  h o w e v e r ,  t h e  
h o m o m o r p h i c  f i l t e r  c a n  p r o d u c e  e x c e l l e n t  q u a l i t y  e n h a n c e ­
m e n t s  ( 2 8 ) .  T h i s  i s  o f  i n t e r e s t  h e r e  b e c a u s e  o f  t h e  
i n h e r e n t  l o g a r i t h m i c  n o n l i n e a r i t i e s  w h i c h  h a v e  b e e n
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o b s e r v e d  i n  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  HVS.  A c c u r a t e  l o g a r i t h m i c  
a n d  e x p o n e n t i a l  w e i g h t i n g s ,  when  c o m b i n e d  w i t h  some o f  t h e  
c o n c e p t s  o f  m a t c h e d  f i l t e r s ,  f o r m  a p o s s i b l e  t o o l  i n  t h e  
q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e m e n t  o f  i m a g e  e r r o r s  r e s e m b l i n g  t h e  
o b s e r v e r ' s  a s s e s s m e n t  o f  t h e  same e r r o r s .  T h i s  t e c h n i q u e  
i s  d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  f o u r .
3 . 3 . 3  AUTO-  AND CROSS- CORRELATI ON I N TWO DI ME N S I ON S ;
THE MATCHED F I L T E R  FAMI LY
I n  t h i s  s e c t i o n ,  we a s s e s s  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  
i n t e g e r  2DFFT t o  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  m a t c h e d  f i l t e r ,  
t h e  t h e o r e t i c a l  a s p e c t s  o f  w h i c h  w e r e  d i s c u s s e d  i n  2 . 3 . 3 .  
We c o n s i d e r  t h r e e  i n d i v i d u a l  u s e s  o f  t h i e m a t c h e d  f i l t e r  i n  
t h i s  c o n t e x t ;  t h e s e  a r e  t h e  e m p i r i c a l  c a l c u l a t i o n  o f  t w o -  
d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n s  o f  g e o m e t r i c  f u n c t i o n s ,  t h e  
d e t e c t i o n  o f  t r a n s l a t e d  o b j e c t s ,  and  f i n a l l y  t h e  u s e  o f  a 
g e n e r a l i z e d  m a t c h e d  f i l t e r  as  a p o s s i b l e  i m a g e  e v a l u a t o r ,  
w h i c h  i s  p u r s u e d  i n  m o r e  d e t a i l  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .
I t  h a s  a l r e a d y  b e e n  s h o w n  t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  c o m p ­
u t a t i o n  o f  a t w o - d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n  u s i n g  t h e  d i g i t a l  
c o m p u t e r  i s  p a r t i c u l a r l y  s i m p l e .  I f  t h e  t w o  f u n c t i o n s  t o  
be c o r r e l a t e d  a r e  g ( x , y ) and  h ( x , y ) ,  ( we c a n  t h i n k  o f  
g ( x , y )  as  an i m a g e  and  h ( x , y )  as  a f i l t e r  t e m p l a t e  o r  
m a s k ) ,  t h e  s p e c t r a  G ( u , v )  and  H ( u , v )  a r e  c o m p u t e d  u s i n g  
t h e  2 D F F T ,  a n d  t h e  c o r r e l a t i o n  f o r m e d  by  t h e  s i m p l e  
p r o c e s s  :
F ( u , v ) = H * ( u , v ) . G ( u , v )  ( 3 . 4 5 )
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f o l l o w e d  by  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m .  I n  t h e  c a s e  o f  a u t o ­
c o r r e l a t i o n ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  p r o c e s s  i s  e q u i v a l e n t  
t o  t a k i n g  t h e  i n v e r s e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  p o w e r
s p e c t r u m  o f  G ( u , v ) ,  s i n c e :
H ( u , V ) = G ( u , V ) ( 3 . 4 6 a )
a n d :
G * ( u , v ) . G ( u , v )  = |g ( u , v )|^ ( 3 . 4 6 b )
S i n c e  t h e  a c t u a l  t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  a v a i l a b l e  
f o r  m a n i p u l a t i o n  i s  a s c a l e d  v e r s i o n  o f  G ( u , v ) ,  ( r e f e r  t o  
s e c t . 3 . 2 . 2 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t o  r e t a i n  ma x i mu m a c c u r a c y ,  
i t  i s  d e s i r a b l e  t o  m u l t i p l y  t h e  s c a l e d  v e r s i o n  o f  G ( u , v )  
w i t h  t h e  s c a l e d  v e r s i o n  o f  H * ( u , v ) .  The  m a t r i c e s  r e p ­
r e s e n t i n g  G ( u , V ) and  H ( u , v )  a r e  d e s i g n a t e d  ̂ G^^ and
i n  a c c o r d a n c e  w i t h  e q . 3 . 1 7 ,  a n d :
( 3 . 4 7 a )
( 3 . 4 7 b )
The  p o i n t  by  p o i n t  p r o d u c t  o f  ^ G ] ^  and  i s  t h e
d e s i r e d  r e s u l t .  S i n c e  t h e  p o i n t  by  p o i n t  p r o d u c t  o f  
and  i s  p r e c i s e l y  t h e  same as  t h e  m a t r i x  p r o d u c t ,
' t h e  p r o c e d u r e  i s  t o  s i m p l y  m u l t i p l y  e a c h  e l e m e n t
o f  w i t h  i t s  r e s p e c t i v e  e l e m e n t  o f  t o  f o r m
^F ^ , and  t h e n  c o m p u t e  ^ F ^ ^  t h u s :
. ( 3 - 4 8 a )
w h e r e
F g ( u , v ) =  G ^ ( u , V ) . H * ( u , V ) ( 3 . 4 8 b )
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E q . 3 . 4 B  now r e p r e s e n t s  t h e  a c t u a l  m a t c h e d  f i l t e r i n g  
o p e r a t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m .  N o t e  t h a t  
t h e  r a n g e  o f  e l e m e n t s  i n  i s  now g r e a t e r  t h a n  i n
e i t h e r  o f  t h e  c o n s t i t u e n t  d i a g o n a l  m a t r i c e s ,  s o  t h a t  t h e  
e r r o r s  i n c u r r e d  i n  t h e  i n v e r s e  i n t e g e r  t r a n s f o r m  may w e l l  
be  g r e a t e r .
The  i n t e g e r  2DFFT h as  b e e n  u s e d  t o  c o m p u t e  some 
s i m p l e  c o r r e l a t i o n s  o f  g e o m e t r i c  f u n c t i o n s .  T h r e e -  
d i m e n s i o n a l  v i e w s  o f  t h e  c o r r e l a t i o n s  and  t h e i r  i n p u t  
f u n c t i o n s  a r e  s h o wn  i n  f i g . 3 . 1 6 .  The  c o m p u t e d  c o r r e l a t i o n s  
a r e  a c c u r a t e  e q u i v a l e n t s  o f  t h e  a n a l y t i c  r e s u l t s  i n  e a c h  
c a s e .  Th e  e x c e l l e n c e  o f  t h e  r e s u l t s  i s  d u e  p r i m a r i l y  t o  
t h e  f a c t  t h a t  e a c h  f u n c t i o n  c o n t a i n s  r e l a t i v e l y  l i t t l e  
t o t a l  e n e r g y .  The  a c c u r a c y  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  b e c o m e s  
p o o r e r  as  t h e  d . c .  c o n t e n t  o f  t h e  i n p u t  f u n c t i o n s  i s  
i n c r e a s e d ;  n e v e r t h e l e s s ,  t h e  e n e r g y - m a t c h e d  f i l t e r  u s i n g  
i n t e g e r  t r a n s f o r m s  h a s  b e e n  u s e d  w i t h  s u c c e s s f u l  r e s u l t s  
i n  a p p l i c a t i o n s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  5 .
The m a t c h e d  f i l t e r  i s  a l s o  u s e f u l  i n  t h e  a u t o m a t i c  
d e t e c t i o n  o f  o b j e c t s  o r  c h a r a c t e r s  i n  an i m a g e .  The 
f i l t e r  w i l l  d e t e c t  t h e  d e g r e e  o f  s i m i l a r i t y  b e t w e e n  t h e  
mask  and  p o s s i b l e  m u l t i p l e  o b j e c t s  i n  t h e  i m a g e  p l a n e .
The d e g r e e  o f  s i m i l a r i t y  c a n  be q u a n t i t a t i v e l y  a s s e s s e d  
f r o m  t h e  e n e r g y  c o n t e n t  w h e r e  t h e  b e s t  m a t c h  o c c u r s ;  
t h i s  i s  t h e  p e a k  v a l u e  o f  t h e  c o r r e l a t i o n .  L i k e w i s e  t h e  
p o s i t i o n  o f  t h e  p e a k  i n d i c a t e s  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  o b j e c t  
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o f  t h e  f i l t e r  i s  i n  d e t e c t i n g  a l l  o c c u r r e n c e s  o f  w o r d s  
o r  l e t t e r s  i n  a s t r i n g  o f  t e x t .  T h i s  h as  b e e n  u s e d  h e r e  
as an e x e r c i s e  f o r  t h e  2 D F F T .  The  i n p u t  i m a g e  c h o s e n  was 
an a r r a y  o f  t h e  l e t t e r s ,  D , L , V and  X s h o w n  i n  f i g . 3 . 1 7 a ,  
t h e  o b j e c t i v e  b e i n g  t o  c o r r e c t l y  d e t e c t  e a c h  o c c u r r e n c e  
o f  D.  S i n c e  e a c h  l e t t e r  i s  r e c o g n i s e d  on t h e  b a s i s  o f  
t h e  d i r e c t i o n s  o f  i t s  e d g e s ,  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  s u p p o s e  
t h a t  a g r a d i e n t  m a t c h e d  f i l t e r  w o u l d  g i v e  s t r o n g e r  
c o r r e l a t i o n  r a t i o s  b e t w e e n  t h e  D ' s  and  t h e  u n w a n t e d  
l e t t e r s .  To t h i s  e n d ,  t w o  f i l t e r e d  v e r s i o n s  o f  t h e  i n p u t  
a r r a y  w e r e  c o m p u t e d  t o  t e s t  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  
g r a d i e n t  m a t c h e d  f i l t e r .
A p e r s p e c t i v e  v i e w  o f  t h e  e n e r g y - m a t c h e d  p e a k s  r e ­
s u l t i n g  f r o m  t h e  f i l t e r i n g  o f  t h e  i n p u t  a r r a y  by  t h e  
t e m p l a t e  ' D '  i s  s h o w n  i n  f i g . 3 . 1 7 f ,  and  t h e  p o w e r  s p e c t r a  
o f  t h e  l e t t e r s  D , L , V , X , a r e  s h o w n  i n  f i g . 3 . 1 7 b - e  r e s p e c t ­
i v e l y .  C l e a r l y ,  s i m p l e  t h r e s h o l d i n g  p r o d u c e s  an 
u n a m b i g u o u s  d e t e c t i o n  o f  a l l  t h r e e  D ' s  i n  t h i s  c a s e .
T h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  g r a d i e n t  m a t c h e d  f i l t e r  d e s c r i b e d  
b y  h ( - x , - y )  i s  e a s i l y  a c c o m p l i s h e d  by  m u l t i p l y i n g  t h e  
t e m p l a t e  s p e c t r u m  H * ( u , v )  b y  a l i n e a r  t w o - d i m e n s i o n a l
2 2 4-r a m p  s p e c i f i e d  b y  ( u  +v  ) ^ . The t a b l e  b e l o w  l i s t s  t h e  
e n e r g y  a n d  g r a d i e n t  c o r r e l a t i o n s  f o r  e a c h  o f  t h e  t h r e e  
a r r a y s ,  t h e  d e g r e e  o f  c o r r e l a t i o n  b e i n g  r e f l e c t e d  b y  t h e  
h e i g h t  o f  e a c h  c o r r e l a t i o n  p e a k .  The r e s u l t s  a r e  n o r m a l ­
i s e d  s u c h  t h a t  t h e  b e s t  o f  t h e  t h r e e  m a t c h e s  w i t h  D i s  





MATCH WI TH D1 D2 D3 L V X
O R I G I N A L
ENERGY 0 . 7 7 3 1 . 000 0 . 9 6 3 0 . 6 7 2 0 . 5 5 2 0 . 4 0 7
GRADI ENT 0 . 6 5 5 1 . 000 0 . 8 3 7 0 . 5 1 3 0 . 4 0 2 0 . 2 9 7
HP
F I L T E RED
ENERGY 0 . 8 5 6 1 . 0 0 Û 0 . 9 8 9 0 . 8 3 1 0 . 7 5 7 0 . 782
GRADI ENT 0 . 6 2 7 1 . 0 0 0 - 0 . 7 8 3 0 . 332 0 . 3 0 7 0 . 2 8 4
LP
F I L T ERED
ENERGY 0 . 8 2 5 1 . 000 0 . 8 7 3 0 . 706 0 . 7 3 5 0 . 6 1 3
GRADI ENT 0 . 9 3 5 0 . 9 7 9 1 . 0 0 0 0 . 8 6 3 0 . 8 8 4 0 . 7 3 1
N o t e  t h a t  f o r  t h e  u n f i l t e r e d  a r r a y ,  t h e  g r a d i e n t  f i l t e r  
p r o v i d e s  t h e  g r e a t e r  s e n s i t i v i t y  b e c a u s e  o f  t h e  many  
e d g e s  d e f i n i n g  t h e  l e t t e r s .  As e x p e c t e d ,  t h e  same f i l t e r  
p r o v i d e s  a v e r y  p o o r  m a t c h  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  l o w  p a s s  
i m a g e ,  s i n c e  t h e  e d g e s  d e f i n i n g  t h e  l e t t e r s  h a v e  b e e n  
l a r g e l y  e r a s e d ,  w h i l s t  t h e  e n e r g y  m a t c h  r e m a i n s  g o o d .
The t r e n d  i s  r e v e r s e d  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  h i g h  p a s s  i m a g e ,
w h e r e  t h e  e d g e  d e f i n i t i o n  i s  g r e a t l y  e n h a n c e d  r e l a t i v e
t c  t h e  e n e r g y  c o n t e n t  o f  e a c h  l e t t e r .
The  c o r r e l a t i o n  r a t i o s  e v i d e n t l y  d e f i n e  a m e a s u r e  
o f  ' d i s t a n c e '  b e t w e e n  t h e  f i l t e r  t e m p l a t e  a nd  t h e  o b j e c t  
ma t c h e d .  H o w e v e r  t h e  t y p e  o f  m e a s u r e  w i l l  n o t  be m e a n i n g ­
f u l  f o r  i m a g e  e n h a n c e m e n t  o r  r e s t o r a t i o n  pu r p  oses wher e 
t h e  human i s  t h e  f i n a l  a s s e s s o r  o f  q u a l i t y  u n l e s s  i t  i s
r e l a t e d  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  HVS.  R e c e n t  e x p e r i ­
men t s  on t h e  s p a t i a l  ( r a t h e r  t h a n  t e m p o r a l )  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  t h e  h u m a n  e y e  can be p a r t l y  e x p l a i n e d  u s i n g  a m o d u l a t ­
i o n  t r a n s f e r  f u n c t i o n  (M T F) a p p r o a c h ,  t o  wh i c h  F o u r i e r  a n a l y ­
s i s  t e c h n i q u e s  a r e  i m m e d i a t e l y  a p p l i c a b l e .  U s e  o f  t h e  M T F  
cnol a l  c o m b i n e d  wi t h a ma t c hed  f i l t e r i n g  t e c h n i q u e  and n o n ­
l i n e a r  mapp i ngs  may t h e r e f o r e  p r o v i d e  a means o f  a s s e s s i n g
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t h e  q u a l i t y  o f  p r o c e s s e d  i m a g e s  w h i c h  p r o d u c e s  r e s u l t s  
t h a t  a r e  a t  l e a s t  p a r t l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o n s e n s u s  o f  
s u b j e c t i v e  o p i n i o n s  ( c h a p t e r  4 ) .
3 . 4  A SUMMARY OF THE CONTRI BUTI ON TO 
S P A T I A L  FREQUENCY TRANSFORMATI ON
A m e t h o d  o f  c o m p u t i n g  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  
t r a n s f o r m ,  a p p l i c a b l e  t o  t h e  d i g i t a l  p r o c e s s i n g  o f  i m a g e s ,  
u s i n g  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  t h r o u g h o u t  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  i n  
t h i s  c h a p t e r .  I t  i s  b e l i e v e d  t h a t  w i t h  s e l e c t i o n  o f  t h e  
c o r r e c t  w o r d  l e n g t h  f o r  t h e  s p e c i f i c  a p p l i c a t i o n ,  t h e  
t r a n s f o r m  i s  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  
many  t e c h n i q u e s  o f  u t i l i t y  i n  g e n e r a l  p u r p o s e  i m a g e  p r o ­
c e s s i n g .  S p e c i a l  p u r p o s e  h a r d w a r e  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  
t h e  2DFFT i s  m o r e  e a s i l y  d e s i g n e d  when  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  
i s  u s e d  e x c l u s i v e l y ;  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m  m i n i m i s e s  t h e  
s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  l a r g e  i m a g e  m a t r i c e s  and 
a l l o w s  h i g h  s p e e d  c o m p u t a t i o n  u s i n g  f i x e d  w o r d  l e n g t h  
a r i t h m e t i c  h a r d w a r e .  As a c o n s e q u e n c e ,  t h e  e n t i r e  t r a n s ­
f o r m a t i o n  c a n  be c o m p u t e d  much  m o r e  r a p i d l y  b y  s p e c i a l  
p u r p o s e  h a r d w a r e  t h a n  t h e  e q u i v a l e n t  f l o a t i n g  p o i n t  
t r a n s f o r m .  The  u s e  o f  o n e  o f  t h e  r e c e n t  g e n e r a t i o n s  o f  
m i c r o p r o c e s s o r s  as  t h e  c o n t r o l  d e v i c e  t o g e t h e r  w i t h  a 
h i g h  s p e e d  s t o r e  o f  s u f f i c i e n t  s i z e  t o  c o n t a i n  t h e  
c o m p l e t e  i m a g e  m a t r i x  ( e . g .  t h e  c h a r g e - c o u p l e d  ( CCD)  
me m o r y  r e c e n t l y  d e v e l o p e d  b y  I n t e l )  i s  o n e  a p p r o a c h  w h i c h  
s p r i n g s  r e a d i l y  t o  m i n d .
C o m p u t a t i o n  o f  t h e  2DFFT u s i n g  a g e n e r a l  p u r p o s e  
c o m p u t e r  i s  much  s l o w e r ,  b u t  t h e  p r o b l e m  o f  t r a n s p o s i n g
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a l a r g e  m a t r i x  s t o r e d  on a m a g n e t i c  d i s k  w h i c h  f r e q u e n t l y  
h a m p e r s  t h e  c o m p u t a t i o n  h a s  b e e n  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e d  
f o r  c e r t a i n  s i z e s  o f  m a t r i x ;  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n o v e l  
a l g o r i t h m  w h i c h  m i n i m i s e s  t h e  n u m b e r  o f  I / O  t r a n s f e r s  
n e c e s s a r y  l e a d s  t o  a g r e a t  r e d u c t i o n  i n  t h e  t i m e  t a k e n  f o r  
a c o m p l e t e  t r a n s p o s e  o p e r a t i o n ,  and  i s  e q u a l l y  a p p l i c a b l e  
t o  i n t e g e r  and  f l o a t i n g  p o i n t  d a t a .
The  2DFFT a l g o r i t h m  h a s  b e e n  t e s t e d  u s i n g  some 
e x a m p l e s  o f  l i n e a r  f i l t e r i n g ,  h o m o m o r p h i c  f i l t e r i n g ,  and  
t w o - d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n ;  t h e  u s e  o f  a s h o r t  1 2 - b i t  
s i g n e d  i n t e g e r  w o r d  r e s u l t s  i n  v i s i b l e  t r a n s f o r m - r e l a t e d  
e r r o r s  an d  a l l o w s  a q u a l i t a t i v e  f a m i l i a r i s a t i o n  w i t h  t hose  
e r r o r s  a c c o r d i n g  t o  t h e  t y p e  o f  p r o c e s s i n g  e m p l o y e d .
I n  s u m m a r y ,  a t e c h n i q u e  o f  c o m p u t i n g  t h e  2DFFT h as  
b e e n  d e s c r i b e d  w h i c h  m i n i m i s e s  t h e  s t o r a g e  s i z e  and  
c o m p u t i n g  t i m e  n e c e s s a r y  and  i s  t h e r e f o r e  o f  p a r t i c u l a r  
i n t e r e s t  f o r  m i n i c o m p u t e r s  and  s p e c i a l  p u r p o s e  h a r d w a r e .  
The  t e c h n i q u e  r e l i e s  on t h e  u s e  o f  i n t e g e r  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  d a t a  t h r o u g h o u t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .
1 6 7
C H A P T E R  4
IMAGE PROCESSI NG I N RELATI ON TO 
V I S U A L  I NT ERPRET AT I ON
4 . 1 I NTRODUCTI ON
R e f e r e n c e  i n  t h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r s  t o  i m a g e  
' q u a l i t y *  h a s  f r e q u e n t l y  b e e n  ma d e .  W h i l s t  c o n v e n t i o n a l  
m e a s u r e s  o f  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  p r o c e s s e d  i m a g e s  may be 
u s e d  f o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y ,  as  i n  q u a n t i z a t i o n  
s t r a t e g i e s  i n  i m a g e  c o d i n g ,  o r  when  f u r t h e r  m a c h i n e  a n ­
a l y s i s  i s  i n t e n d e d ,  as  i n  many  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  
e x p e r i m e n t s ,  t h e s e  m e a s u r e s  do n o t  r e a d i l y  f i t  i n t o  an 
a n a l y s i s  f r a m e w o r k  b a s e d  on t h e  way  i n  w h i c h  a human 
o b s e r v e r  d e t e r m i n e s  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  i m a g e s .  B e c a u s e  
t h e  o b s e r v e r  i s  u s u a l l y  t h e  u l t i m a t e  a s s e s s o r  o f  i m a g e  
q u a l i t y  i n  t h e  c a s e  o f  r e s t o r a t i o n  o r  e n h a n c e m e n t  p r o ­
c e d u r e s ,  a q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e  o f  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
i m a g e s  w o u l d  o f  n e c e s s i t y  h a v e  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  
me a n s  u s e d  b y  t h e  o b s e r v e r  t o  r e a c h  h i s  c o n c l u s i o n s  a b o u t  
t h e  r e l a t i v e  m e r i t  o f  e a c h  i m a g e .  I t  f o l l o w s  t h a t  a 
m e a s u r e  b a s e d  on c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  human v i s u a l  
s y s t e m  ( H V 5 )  i s  o f  i n t e r e s t ;  f o r  e x a m p l e ,  t h e  e r r o r s  
i n t r o d u c e d  by  t h e  i n t e g e r  2DFFT c o u l d  be m e a s u r e d  u s i n g  
c r i t e r i a  l i k e  mean s q u a r e  e r r o r ,  b u t  s u c h  c r i t e r i a  w o u l d  
n o t  r e l a t e  w e l l  t o  t h e  s u b j e c t i v e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  
e r r o r s .  T y p i c a l l y ,  s m a l l  e r r o r s  i n  h i g h  f r e q u e n c y  v a r ­
i a t i o n s  o f  t h e  i m a g e  w o u l d  g i v e  a s m a l l  m . s . e .  e s t i m a t e ,  
y e t  w o u l d  be s u b j e c t i v e l y  much  mo r e  d i s t u r b i n g  t h a n  t h e
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same m . s . e .  d i s t r i b u t e d  t h r o u g h  l o w  f r e q u e n c y  c h a n g e s .
I n  t h i s  c h a p t e r ,  a p o s s i b l e  t e c h n i q u e ,  b a s e d  on t h e  
c o n c e p t s  o f  m a t c h e d  f i l t e r i n g ,  f o r  d e s c r i b i n g  q u a n t i t a t i v e  
d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  i m a g e s  i n  a m a n n e r  r e l e v a n t  t o  t h e  HV5 
a s s e s s m e n t  i s  d e s c r i b e d .  The t e c h n i q u e  u s e s  a s i m p l i f i e d  
m o d e l  o f  t h e  H VS d e t e r m i n e d  b y  t h e  r e s u l t s  o f  p h y s i o l o g ­
i c a l  and  p e r c e p t u a l  e x p e r i m e n t s  on t h e  v i s u a l  s y s t e m  o f  
h u ma n s  and  o t h e r  m a m m a l s .  The  e v i d e n c e  w h i c h  s u g g e s t s  t h e  
HVS c h a r a c t e r i s t i c s  u s e d  i s  r e v i e w e d  as  a n e c e s s a r y  f o u n d ­
a t i o n  f o r  t h e  t e c h n i q u e ,  b o t h  f r o m  p h y s i o l o g i c a l  c o n s i d e r ­
a t i o n s  and  f r o m  t h e  p e r c e p t u a l  m a n i f e s t a t i o n s  i n  some 
w e l l - k n o w n  o p t i c a l  i l l u s i o n s .
The  c o m p u t a t i o n a l  m e t h o d s  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s  a r e  
t h e n  d e v e l o p e d  b y  r e f e r e n c e  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  
s i m p l i f i e d  HVS and  t h e  c o m p l e t e  t e c h n i q u e  i s  d e s c r i b e d .
T he  m e t h o d  i s  a p p l i e d  t o  t h e  a n a l y s i s  o f  some s i m p l e  
i m a g i n g  e r r o r s  and  m u s t  be c o m p a r e d  w i t h  t h e  r e a d e r ’ s own 
o p i n i o n  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  e r r o r s .  Mo r e  w o r k  on t h i s  
a p p r o a c h  t o  t h e  a n a l y s i s  o f  i m a g i n g  e r r o r s  i s  n e e d e d  t o  
c r y s t a l l i s e  t h e  i d e a s  p r e s e n t e d  h e r e i n ,  b u t  i t  i s  c o n ­
c l u d e d  t h a t  t h e  t e c h n i q u e  i s  n o t  w i t h o u t  m e r i t .  S p e c i f i c ­
a l l y ,  t h e  m e t h o d  n e e d s  t o  be i n v e s t i g a t e d  f u r t h e r  t o  d e a l  
w i t h  m o r e  r e a l i s t i c  s u b j e c t i v e  d i f f e r e n c e s  i n  i m a g e r y .
4 . 2 .  THE HUMAN AS THE RECEI VER OF IMAGES
The way  i n  w h i c h  a human o b s e r v e r  c h a r a c t e r i s e s  i n ­
f o r m a t i o n  i n  a p h o t o g r a p h i c  r e p r o d u c t i o n  o f  a s c e n e  i s  n o t
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w e l l  u n d e r s t o o d .  H o w e v e r ,  i t  c a n  be s a f e l y  s a i d  t h a t  
h u ma n s  do n o t  c o m p o s e  i m a g e s  on a mean s q u a r e  c r i t e r i o n .
I n  f a c t ,  t h e  o n l y  f e a s i b l e  r o u t e  t o  t h e  s i m u l a t i o n  o f  t h e  
h u m a n ' s  a s s e s s m e n t  o f  an i m a g e  i s  t h r o u g h  t h e  u s e  o f  an 
e x t e n s i v e  k n o w l e d g e  o f  t h e  c o m p l e t e  v i s u a l  s y s t e m .  F r om a 
p h y s i o l o g i c a l  s t a n d p o i n t ,  t h i s  s y s t e m  i s  e x t r e m e l y  c o m ­
p l e x  and  t h e r e  i s  no d o u b t  t h a t  many  s t a g e s  i n  t h e  p r o c e s s ,  
f r o m  t h e  r e t i n a l  l a y e r  t h r o u g h  t o  t h e  wa y  i n  w h i c h  t h e  
s u b j e c t  d e s c r i b e s  t h e  i m a g e ,  a r e  n o t  y e t  p r o p e r l y  u n d e r ­
s t o o d  .
H o w e v e r ,  r e s t r i c t i o n  o f  t h e  HVS t o  s p a t i a l  i n t e r a c t ­
i o n s  a l o n e  a l l o w s  c o n s i d e r a b l e  s i m p l i f i c a t i o n  t o  p r o d u c e  a 
m o d e l ,  o r  s e t  o f  d e s c r i b i n g  f u n c t i o n s  w h i c h  a l t h o u g h  p h y s ­
i o l o g i c a l l y  v e r y  i n a c c u r a t e  f i t s  t h e  k n o wn  p e r c e p t u a l  
e f f e c t s ,  s p e c i f i c a l l y  f o r  e x a m p l e s  o f  o p t i c a l  i l l u s i o n s  
a f f e c t i n g  o n l y  s p a t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  e y e .  I n  t h e  
f o l l o w i n g  t w o  s e c t i o n s ,  a c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  p e r c e i v e d  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  i m a g e s  and  t h e i r  a c t u a l  c h a r a c t e r i s t i c s  
i s  d e s c r i b e d  u s i n g  some w e l l - k n o w n  o p t i c a l  i l l u s i o n s  and  a 
b r i e f  r e f e r e n c e  t o  p h y s i o l o g i c a l  e v i d e n c e  f o r  t h e  p e r c e p t ­
u a l  e f f e c t s  i s  m a d e .  The  i n t e n t i o n  o f  t h i s  s h o r t  s e c t i o n  
i s  t o  s u b s t a n t i a t e  t h e  a s s u m p t i o n s  made i n  t h e  e r r o r  a n a l ­
y s i s  t e c h n i q u e  o f  s e c t . 4 . 3  u s i n g  e v i d e n c e  w h i c h  t h e  r e a d e r  
c a n  h i m s e l f  s e e  t o  be c o r r e c t .
4 . 2 . 1  O P T I C A L  I L L U S I O N S  AND THEI R BEARI NG ON D I G I T A L  
PROCESSI NG
V a r i o u s  c o m m o n l y  e x p e r i e n c e d  o p t i c a l  i l l u s i o n s  c a n  be
1 7 0
s h o w n  t o  h a v e  b e a r i n g  on t h e  p h y s i c a l  a t t r i b u t e s  o f  t h e  
HVS.  T h o s e  c o n s i d e r e d  h e r e  a r e  t h e  m a c h - b a n d  p h e n o m e n o n ,  
t h e  a p p a r e n t  n o n l i n e a r i t y  o f  a l i n e a r  v a r i a t i o n  i n  
i n t e n s i t y  an d  t h e  t w o  r e l a t e d  e f f e c t s  o f  b r i g h t n e s s  c o n ­
s t a n c y  and  s i m u l t a n e o u s  c o n t r a s t .  E a c h  o f  t h e s e  e x a m p l e s  
i l l u s t r a t e s  t h a t  t h e  p e r c e i v e d  b r i g h t n e s s  i s  n o t  n e c e s s ­
a r i l y  a l i n e a r  o r  m o n o t o n i e  f u n c t i o n  o f  t h e  i n t e n s i t y  o f  
t h e  same p o i n t  i n  t h e  i m a g e
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  r a mp  i l l u s t r a t e d  
i n  f i g . 4 . 1 a .  T h i s  was  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  f u n c t i o n
g ( x , y ) = k . x .  ( 4 . 1 )
T h e  i m a g e  was  c o m p e n s a t e d  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  n o n -  
l i n e a r i t i e s  o f  t h e  f i l m  u s e d  f o r  s t o r a g e ,  b e f o r e  o u t p u t  
( a s  a l l  o t h e r  i m a g e s  p r e s e n t e d  h e r e  h a v e  b e e n )  and r e f l e c t s  
a l i n e a r  i n c r e a s e  i n  i n t e n s i t y  i n  t h e  x d i r e c t i o n .  Ho w-  
e v e r ,  t h e  r a mp  l o o k s  e x t r e m e l y  n o n l i n e a r  t o  t h e  v i e w e r .
I n  f a c t  t h e  p e r c e i v e d  b r i g h t n e s s  l o o k s  m o r e  l i k e  t h e  
c u r v e  o f  f i g . 4 . 1c t h a n  t h e  a c t u a l  i n t e n s i t y  o f  f i g . 4 . 1 b .  
H o w e v e r ,  when  t h e  i m a g e  i s  f o r m e d  u s i n g  an e x p o n e n t i a l  
r a mp  ( f i g . 4 . I d ) ,  t h e  a p p a r e n t  i n t e n s i t y  o f  t h e  r a mp  l o o k s  
muc h  c l o s e r  t o  a l i n e a r  r a mp  t h a n  d o e s  f i g . 4 . l a .  T h i s  i s  
o n e  o f  many  i l l u s i o n s  w h i c h  s u g g e s t s  t h a t  some n o n l i n e a r  
m e c h a n i s m  i s  i n t e r p o s e d  b e t w e e n  t h e  r e f l e c t e d  i n t e n s i t y  o f  
a f i e l d  and  o u r  p e r c e p t i o n  o f  t h e  b r i g h t n e s s  o f  t h a t  f i e l d .
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A l l  i m a g e s  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  i n t e n d e d  f o r  v i e w i n g  
a t  n o r m a l  r e a d i n g  d i s t a n c e ( i . e .  18 t o  24 i n c h e s )
PERCEIVED BRIGHTNESS
FIG 4.1
The  same p h e n o m e n o n  c a n  be o b s e r v e d  i n  t h e  l i n e a r  and  
e x p o n e n t i a l  s t e p s  i l l u s t r a t e d  i n  f i g s . 4 . 2a and  b .  H o w e v e r ,  
t h i s  p a t t e r n  s h o w s  a n o t h e r  i n t e r e s t i n g  e f f e c t  o f  t h e  HVS;  
t h e  i n d i v i d u a l  s t e p s  a p p e a r  t o  be s c a l l o p e d  q u i t e  s t t o n g l y  
so  t h a t  t h e  a p p a r e n t  b r i g h t n e s s  o f  f i g . 4 . 2 b l o o k s  s o m e w h a t  
l i k e  f i g . 4 . 2 c .  To a n y o n e  w i t h  e x p e r i e n c e  i n  s i g n a l  p r o c e s s ­
i n g ,  t h e  e f f e c t  o f  some f o r m  o f  h i g h  p a s s  f i l t e r  s u g g e s t s  
i t s e l f  as  a p o s s i b l e  e x p l a n a t i o n  o f  t h i s  i l l u s i o n .  We w i l l  
r e t u r n  t o  t h i s  b e h a v i o u r  i n  s u b s e q u e n t  s e c t i o n s .  The  w e l l -  
k n o wn  m a c h - b a n d  e f f e c t  i s  a n o t h e r  e x a m p l e  o f  t h i s  t e n d e n c y  
t o w a r d  e d g e  e n h a n c e m e n t  b y  t h e  HVS.  I n  f i g . 4 . 3 a ,  t w o  i n ­
t e n s i t y  l e v e l s  a r e  j o i n e d  b y  an e x p o n e n t i a l  ( l i n e a r  d e n s ­
i t y )  w e d g e  and  t w o  l i n e s  s h o w c l e a r l y  a t  e a c h  end  o f  t h e  
t r a n s i t i o n .  The  t r u e  d e n s i t y  v a r i a t i o n  i s  as i l l u s t r a t e d  
i n  f i g . 4 . 3 b ,  b u t  we s e e  a d e n s i t y  v a r i a t i o n  l i k e  t h a t  o f  
f i g . 4 . 3 c .
Two f u r t h e r  e x a m p l e s  w h i c h  s e r v e  t o  i l l u s t r a t e  t h a t  
o u r  p e r c e p t i o n  o f  b r i g h t n e s s  i s  n o t  a l i n e a r  f u n c t i o n  o f  
t h e  i n t e n s i t y  r e a c h i n g  t h e  r e t i n a  f r o m  a p o i n t  i n  t h e  
i m a g e  a r e  t h e  i l l u s i o n s  o f  b r i g h t n e s s  c o n t r a s t  ( o r  s i m u l t ­
a n e o u s  c o n t r a s t )  and  b r i g h t n e s s  c o n s t a n c y ,  w h i c h  a r e  
i n t e r r e l a t e d  r e s u l t s .  O b s e r v a t i o n  o f  t h e  s m a l l  s q u a r e s  i n  
f i g . 4 . 4  s u g g e s t s  t h a t  t h e  h i g h e r  t h e  b a c k g r o u n d  i n t e n s i t y  
b e c o m e s ,  t h e  l o w e r  t h e  a p p a r e n t  i n t e n s i t y  o f  t h e  s m a l l  
s q u a r e  b e c o m e s .  I n  f a c t ,  t h e  i n t e n s i t i e s  o f  a l l  f o u r  
s m a l l  s q u a r e s  a r e  i d e n t i c a l .  A g a i n ,  t h e  d i s c r e p a n c y  c o u l d  
be p a r t l y  e x p l a i n e d  by  an a p p r o x i m a t e l y  l o g a r i t h m i c  t r a n s ­
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A s i m i l a r  e f f e c t  i s  i l l u s t r a t e d  i n  f i g . 4 . 5 a .  I n  
t h i s  c a s e ,  t h e  p a i r  o f  c o n c e n t r i c  s q u a r e s  i s  i d e n t i c a l  
e x c e p t  t h a t  a c o n s t a n t  i n t e n s i t y  h as  b e e n  a d d e d  t o  t h e  
r i g h t h a n d  s q u a r e s .  I f  l i n e a r i t y  w e r e  a s s u m e d ,  t h e  c o n ­
t r a s t  b e t w e e n  l a r g e  and  s m a l l  s q u a r e s  w o u l d  be e x p e c t e d  
t o  be t h e  same i n  e a c h  c a s e ;  t h i s  i s  c l e a r l y  n o t  s o .  
H o w e v e r ,  a p p l i c a t i o n  o f  a l o g a r i t h m i c  t r a n s f o r m  i n  e a c h  
c a s e  w o u l d  r e d u c e  t h e  i n t e n s i t y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  l a r g e  
and  s m a l l  s q u a r e  i n  t h e  r i g h t h a n d  i m a g e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  
l e f t h a n d ,  and  w o u l d  t h e r e f o r e  f i t  t h e  p e r c e i v e d  s i t u a t i o n  
m o r e  a c c u r a t e l y .
I t  i s  a l w a y s  i m p o r t a n t  t o  be v e r y  c a r e f u l  i n  t h e  
d e s c r i p t i o n  o f  p e r c e p t u a l  p h e n o m e n a  l i k e  t h i s .  A p a r t  f r o m  
t h e  f a c t  t h a t  t h e  e f f e c t s  a r e  p r o b a b l y  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  
f o r  e a c h  o b s e r v e r ,  u n e x p e c t e d  d i s t o r t i o n s  a r e  o f t e n  p r e s ­
e n t  i n  t h e  i m a g e s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  s q u a r e s  o f  f i g . 4 . 5a 
s h o u l d  be p r e s e n t e d  on an i n f i n i t e  b a c k g r o u n d ,  w h e r e a s  
t h e  e d g e s  o f  t h e  f i n i t e  b a c k g r o u n d  g i v e  r i s e  t o  h i g h  s p a t ­
i a l  f r e q u e n c i e s  w h i c h  u p s e t  t h e  i l l u s i o n  t o  some d e g r e e .  
T h e r e  i s  a l s o  t h e  p r o b l e m  o f  p h o t o g r a p h i c  i n c o n s i s t e n c i e s ,  
t o  w h i c h  we r e t u r n  s h o r t l y .
T h e r e  e x i s t  many  o t h e r  p a t t e r n s  w h i c h  s h o w s i m i l a r  
i l l u s i o n s  b u t  t h e  s e t  d e s c r i b e d  i s  s u f f i c i e n t  f o r  t h e  
p u r p o s e s  o f  d e t e r m i n i n g  an a p p r o x i m a t e  m o d e l  f o r  t h e  HVS 
as f a r  as  p p a t i a l  i n t e r a c t i o n s  a r e  c o n c e r n e d .  Two c o n c l u s ­
i o n s  may be d r a w n  f r o m  t h e  e x a m p l e s  g i v e n .  F i r s t l y ,  t h e  
p e r c e i v e d  b r i g h t n e s s  o f  a p o i n t  w i t h i n  an i m a g e  i s  n o t
1 7 3
n e c e s s a r i l y  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  
i m a g e  a t  t h a t  p o i n t  ( a n d  t h e r e f o r e ,  a p p r o x i m a t e l y ,  t h e  
i n t e n s i t y  a t  t h e  r e t i n a l  s u r f a c e ) .  S e c o n d l y ,  some t y p e  
o f  e d g e  e n h a n c e m e n t  p r o c e s s  i s  c a r r i e d  o u t  b e t w e e n  t h e  
p r o j e c t i o n  o f  t h e  i m a g e  on t h e  r e t i n a  an d  t h e  o b s e r v e r ' s
p e r c e p t i o n  o f  t h e  i m a g e .
F i n a l l y ,  i t  m u s t  be w a r n e d  t h a t  t h e  i m a g e s  p r e s e n t e d  
i n  t h i s  s e c t i o n  ( a n d  i n d e e d  t h r o u g h o u t  t h e  d i s s e r t a t i o n )  
h a v e  u n d e r g o n e  a c e r t a i n ,  n o t  n e c e s s a r i l y  s m a l l ,  d i s t o r t ­
i o n  b e t w e e n  t h e i r  o u t p u t  f r o m  c o m p u t e r  and  t h e i r  r e p r e s ­
e n t a t i o n  as  p o s i t i v e  p r i n t s .  W h i l s t  e v e r y  e f f o r t  was 
made t o  e n s u r e  a b s o l u t e  c o n s i s t e n c y  i n  p r e p a r a t i o n  o f  
t h e  n e g a t i v e  t r a n s p a r e n c i e s ,  t h e r e  i s  i n e v i t a b l y  a s m a l l  
v a r i a t i o n  f r o m  b a t c h  t o  b a t c h  d u e  t o  s m a l l  t i m i n g  and  
t e m p e r a t u r e  e r r o r s  and  t o  i n c o n s i s t e n c i e s  i n  d e v e l o p m e n t  
m a t e r i a l s .  M o r e  i m p o r t a n t l y ,  t h e r e  i s  an i n e v i t a b l e  
d i s t o r t i o n  i n v o l v e d  i n  t h e  p r o d u c t i o n  o f  t h e  p o s i t i v e
p r i n t s  f r o m  t r a n s p a r e n c i e s  ( f o r  e x a m p l e ,  t h e  d y n a m i c
r a n g e  o f  p h o t o g r a p h i c  p a p e r s  i s  w e l l - k n o w n  t o  be s i g n i f ­
i c a n t l y  l e s s  t h a n  t h a t  o f  t r a n s p a r e n c i e s ) .  A l l  p h o t o ­
g r a p h i c  p r o c e s s i n g  was  c a r r i e d  o u t  b y  t h e  a u t h o r  t o  
r e t a i n  a c o n s t a n t  l e v e l  o f  q u a l i t y .  I n  c a s e s  w h e r e  i m a g e  
c o m p a r i s o n s  a r e  r e q u i r e d ,  t h o s e  i m a g e s  h a v e  b e e n  p l a c e d  
on t h e  same p a g e  w h e r e v e r  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  m o s t  
c o n s i s t e n t  r e s u l t s .
4 . 2 . 2  HUMAN PERCEPTI ON OF IMAGES
Two c o n c l u s i o n s  w e r e  r e a c h e d  f r o m  o b s e r v a t i o n s  o f  
some o p t i c a l  i l l u s i o n s  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ;  t o  u s e
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t h e s e  as  a b a s i s  f o r  a m o d e l  t o  a n a l y s e  i m a g i n g  e r r o r s  
w i t h o u t  a m o r e  s u b s t a n t i a l  f o u n d a t i o n  t h a n  t h e  v a g a r i e s  
o f  s u b j e c t i v e  p e r c e p t i o n  w o u l d  be n a i v e  a t  t h e  l e a s t .  
H o w e v e r ,  t h e r e  i s  now s i g n i f i c a n t  p h y s i o l o g i c a l  e v i d e n c e  
t o  s u p p o r t  t h e  r e a s o n i n g  b e h i n d  s u c h  o p t i c a l  i l l u s i o n s  
and  p r o v i d e  a f i r m e r  f o u n d a t i o n  f o r  an a n a l y s i s  m o d e l ,  
t h i s  e v i d e n c e  i s  b r i e f l y  r e v i e w e d  h e r e .
M e a s u r e m e n t s  o f  n e u r a l  a c t i v i t y  i n  t h e  o p t i c  n e r v e  
f i b r e s  o f  t h e  h o r s e s h o e  c r a b  ' L i m u l u s '  h a v e  i n d i c a t e d  
t h a t  t h e  f r e q u e n c y  o f  f i r i n g  o f  a s i n g l e  n e r v e  f i b r e  i s  
r o u g h l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  l o g a r i t h m  o f  t h e  i n t e n s i t y  
o f  a s m a l l  s p o t  o f  l i g h t  i n c i d e n t  on t h e  f a c e t  o f  t h e  e y e  
c o n n e c t e d  t o  t h a t  f i b r e .  A c o n c i s e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  
e x p e r i m e n t a l  t e c h n i q u e s  u s e d  b y  H a r t l i n e  i n  d i s c o v e r i n g  
t h i s  i s  g i v e n  b y  C o r n s w e e t ( 1 1 4 ) .  W h i l s t  t h e r e  i s  no ■ 
e q u i v a l e n t  d a t a  f o r  t h e  human e y e ,  t h e r e  a r e  s e v e r a l  
e x p e r i m e n t s  w h i c h  s how t h a t  an a p p r o x i m a t e l y  l o g a r i t h m i c  
t r a n s f o r m a t i o n  o p e r a t e s  i n  t h e  HVS.  The  g r a y s c a l e  e x ­
p e r i m e n t  o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  i s  o n e  l e s s  o b j e c t i v e  
ex a mp l e .  I n  a n o t h e r  e x p e r i m e n t ,  an o b s e r v e r  a d j u s t s  a 
V a r i a b 1 e - i n t e n s i t y  p a t c h  o f  l i g h t  u n t i l  he n o t i c e s  a d i f f  
e r e n c e  b e t w e e n  i t  and  a r e f e r e n c e  p a t c h  o f  l i g h t .  The  
r e f e r e n c e  p a t c h  i s  t h e n  s t e p p e d  f r o m  v e r y  b r i g h t  t o  d a r k  
and  t h e  s t e p  n u m b e r  i s  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  r e f e r e n c e  
i n t e n s i t y  a t  t h a t  s t e p .  The  r e s u l t i n g  c u r v e  i s  c l o s e  t o  
l o g a r i t h m i c  o v e r  a w i d e  r a n g e  o f  i n t e n s i t i e s .
F u r t h e r  e v i d e n c e  f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  a l o g a r i t h m i c  
n o n l i n e a r i t y  i s  p r o v i d e d  b y  some a s p e c t s  o f  c o l o u r  v i s i o n .
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I n  p a r t i c u l a r ,  f o r  t h e  n o r m a l  o b s e r v e r ,  t h e  p e r c e p t u a l  
c o r r e l a t e  o f  o n e  p a r t i c u l a r  w a v e l e n g t h  o f  l i g h t  i s  d e s ­
c r i b e d  as  a p a r t i c u l a r  h u e ,  a n d  t h i s  hue  d o e s  n o t  v a r y  
g r e a t l y  w i t h  c h a n g e s  i n  i n t e n s i t y  o f  t h a t  w a v e l e n g t h .  
P h y s i o l o g i c a l  e v i d e n c e  s u g g e s t s  t h a t  t h e r e  a r e  t h r e e  t y p e s  
o f  c o n e  r e c e p t o r  i n  t h e  human  r e t i n a  and  t h a t  t h e  s p e c t r a l  
s e n s i t i v i t i e s  ( o r  a b s o r p t i o n  s p e c t r a )  o f  t h e  p i g m e n t s  i n  
e a c h  t y p e  a r e  d i f f e r e n t ,  b o t h  i n  w a v e l e n g t h  and  m a g n i t u d e .  
T y p i c a l  a b s o r p t i o n  c u r v e s  a r e  s h o w n  i n  f i g . 4 . 6 . The  
q u e s t i o n  a r i s e s  as  t o  how t h e  o u t p u t s  f r o m  e a c h  r e c e p t o r ,  
wh e n  s t i m u l a t e d  by  m o n o c h r o m a t i c  l i g h t ,  c a n  be c o d e d  t o  
p r o d u c e  a n e u r a l  s i g n a l  w h i c h  d o e s  n o t  c h a n g e  v e r y  much 
w i t h  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  l i g h t .  One h y p o t h e t i c a l  m o d e l  
w h i c h  f i t s  t h e  r e s u l t  w e l l  i s  d e s c r i b e d  by  C o r n s w e e t  ( 1 1 6 )  
T h i s  m o d e l  u s e s  t h e  c o n c e p t s  o f  n e u r a l  i n h i b i t i o n s  as w e l l  
as  n e u r a l  e x c i t a t i o n  t o  r e s u l t  i n  a m i n i m u m  o f  t w o  o u t ­
p u t s  f r o m  t h e  t h r e e  r e c e p t o r s  as  s h o wn  i n  f i g . 4 . 7 .
C l e a r l y ,  a c o n s t a n t  o u t p u t  f r o m  t h i s  s y s t e m  wh e n  t h e  
i n c i d e n t  l i g h t  i s  o f  c o n s t a n t  w a v e l e n g t h  and  v a r i a b l e  i n ­
t e n s i t y  w i l l  o n l y  be o b t a i n e d  i f  t h e  o u t p u t s  a r e  r a t i o s  
o f  t h e  e x c i t a t i o n s  p r o d u c e d  b y  e a c h  r e c e p t o r .  H o w e v e r ,  
t h e  o n l y  p h y s i o l o g i c a l l y  p l a u s i b l e  i n t e r a c t i o n s  ( a s  
u n d e r s t o o d  a t  t h e  p r e s e n t  t i m e )  a r e  a d d i t i o n  ( e x c i t a t i o n )  
o r  s u b t r a c t i o n  ( i n h i b i t i o n ) .  The i m p l i c a t i o n  i s  t h a t  t h e  
r e c e p t o r s  p r o d u c e  s i g n a l s  w h i c h  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
l o g a r i t h m  o f  t h e  e n e r g i e s  t h e y  a c t u a l l y  a b s o r b ,  as  s h o wn  
i n  f i g . 4 . 7 .
The  s y s t e m  o f  f i g . 4 . 7  e v i d e n t l y  g i v e s  t h e  o b s e r v e r
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FIG. 4.6: Approximate absorpt ion spectra for human receptors
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FIG,  4 , 7 ;  Hypothet ica l  model for colour coding
n o i n f o r m a t i o n  a b o u t  i n t e n s i t y  v a r i a t i o n s ,  b u t  s i n c e  one  
c a n  o b v i o u s l y  d i s c r i m i n a t e  b e t w e e n  d i f f e r e n t  i n t e n s i t i e s  
o f  t h e  same h u e ,  t h i s  s y s t e m  m u s t  be u s e d  as  a h y p o t h e t i c ­
a l  d e s c r i p t i o n  f o r  c o l o u r  p e r c e p t i o n  a l o n e .  We a s s u m e  
t h a t  o t h e r  n e u r a l  c o d i n g  m e c h a n i s m s ,  p r e s u m a b l y  i n  p a r a ­
l l e l  w i t h  t h e  c o l o u r  m e c h a n i s m ,  m u s t  o p e r a t e  t o  g i v e  t h e  
s e n s a t i o n  o f  b r i g h t n e s s .  I n t e r e s t i n g l y ,  t h e  same c o n c e p t  
o f  i n h i b i t o r y  as  w e l l  as e x c i t a t o r y  n e u r a l  i n t e r a c t i o n s  
c a n  be u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e  p e r c e p t i o n  o f  b r i g h t n e s s  and  
t h e  a p p a r e n t  e n h a n c e m e n t  o f  i n t e n s i t y  d i s c o n t i n u i i t i e s  by 
t h e  v i s u a l  s y s t e m .
A g a i n ,  t h e  b a s i s  f o r  t h e  e v i d e n c e  s u p p o r t i n g  t h e  
e d g e - e n h a n c e m e n t  e f f e c t  h a s  b e e n  d e r i v e d  f r o m  e x p e r i m e n t s  
c a r r i e d  o u t  on t h e  e y e s  o f  L i m u l i ;  t h e  L i m u l u s  h a s  a 
m u l t i - f a c e t e d  e y e ,  l i k e  t h e  e y e  o f  t h e  common h o u s e f l y  and 
e a c h  f a c e t  c a n  be c o n s i d e r e d  a r o u g h  a n a l o g u e  o f  one  
r e c e p t o r  i n  t h e  human e y e .  W i t h  g r e a t  c a r e ,  i t  i s  p o s s ­
i b l e  t o  l o c a t e  t h e  s i n g l e  n e r v e  f i b r e  c o r r e s p o n d i n g  t o  one 
f a c e t  o f  t h e  e y e  a n d  t o  m e a s u r e  t h e  a c t i v i t y  o f  t h e  f i b r e .  
E x p e r i m e n t s  by  H a r t l i n e  ( 1 1 7 )  h a v e  s h o wn  t h a t  t h e  f i r i n g  
f r e q u e n c y  o f  on e  f i b r e  i s  an a p p r o x i m a t e l y  l o g a r i t h m i c  
f u n c t i o n  o f  i n c i d e n t  l i g h t  i n t e n s i t y  on t h e  r e s p e c t i v e  
f a c e t ,  as  a l r e a d y  m e n t i o n e d ,  p r o v i d e d  a l l  o t h e r  f a c e t s  
r e m a i n  d a r k .  Mo r e  i m p o r t a n t l y ,  s e p a r a t e  i l l u m i n a t i o n  o f  
a n e i g h b o u r i n g  f a c e t  d e p r e s s e s  t h e  f i r i n g  r a t e  o f  t h e  
f i r s t ,  an d  v i c e  v e r s a .  The  p r e c i s e  way  i n  w h i c h  t h e  i n ­
h i b i t i o n s  o c c u r  s u g g e s t s  t h a t  t h e y  a r e  r e c i p r o c a l  and  c a n
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FIG, 4 .9 :  Effect  of lateral inhibi tion on o linear romp
C o r n s w e e t  ( 1 1 8 ) ,  e q u a t i o n s  r e p r e s e n t i n g  t h e  o u t p u t  o f  each
r e c e p t o r ,  F and  F , a r e :  
a D
F =e -K,  ( F . - ©  ) f o r  F,
a a b a b o a  b? ba
( 4 . 2 à )
a n d  =
= ej^ f o r  Fa <€>^ y ( 4 . 2 b )
w h e r e  0,  and  © , a r e  t h e  t h r e s h o l d s  a t  w h i c h  B b e g i n s  t o  ba ab ^
i n h i b i t  A a t  a r a t e  p r o p o r t i o n a l  t o  and  v i c e  v e r s a .
Ea c h  s i n g l e  f a c e t  i n  t h e  e y e  i s  s u r r o u n d e d  by  a g r o u p  
o f  o t h e r s ,  s o  t h a t  when  a l l  a r e  i l l u m i n a t e d  a t  v a r i o u s  
i n t e n s i t i e s ,  t h e  f r e q u e n c y .  ?of  f i r i n g  o f  a n y  o n e  f i b r e  i s  
a f f e c t e d  b y  i n h i b i t i o n s  f r o m  a l l  s u r r o u n d i n g  f a c e t s .  
F u r t h e r m o r e ,  t h e  i n h i b i t i o n s  a p p e a r  t o  be a d d i t i v e  and 
t h e  s t r e n g t h  o f  an i n d i v i d u a l  i n h i b i t i o n  f a l l s  o f f  as t h e  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  f a c e t s .  B e c a u s e  o f  t h e  r e c i p r o c a l  
n a t u r e  o f  t h e  i n h i b i t i o n s ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  o u t p u t s  
Fg and  F^ c a n  be s e e n  t o  b e  p r o p o r t i o n a l l y  g r e a t e r  t h a n  
t h e  d i f f e r e n c e  i n  i l l u m i n a t i o n  o f  t h e  r e s p e c t i v e  f a c e t s  
a n d  i t  i s  t h i s  e f f e c t  w h i c h  l e a d s  t o  t h e  t e n d e n c y  t o w a r d  
e x a g g e r a t i o n  o f  i n t e n s i t y  d i s c o n t i n u i t i e s  w h i c h  has  
a l r e a d y  b e e n  o b s e r v e d .  F o r  an a r b i t r a r y  i n t e n s i t y  v a r i ­
a t i o n ,  i t  w o u l d  be n e c e s s a r y  t o  s o l v e  n e q u a t i o n s  l i k e  
e q . 4 . 2 a ,  w h e r e  n i s  t h e  n u m b e r  o f  f a c e t s  e x e r t i n g  a n y  
i n h i b i t o r y  e f f e c t  on t h e  f a c e t  u n d e r  a n a l y s i s ,  t o  d e t e r m i n e
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t h e  p e r c e i v e d  b r i g h t n e s s  v a r i a t i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  
m o d e l .
The  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  w h i c h  i l l u s t r a t e s  t h e  
i l l u s i o n  o f  m a c h - b a n d s  ( f i g . 4 . 3 )  c a n  h o w e v e r  be a n a l y s e d  
q u a l i t a t i v e l y  i n  a o n e - d i m e n s i o n a l  s e n s e  as  s h o w n  i n  
f i g . 4 . 9 .  A t  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  t h e  f u n c t i o n ,  t h e  
i n t e n s i t y  i s  u n i f o r m ,  so  t h a t  e a c h  f a c e t  i s  i n h i b i t e d  an 
e q u a l  a m o u n t  b y  i t s  n e i g h b o u r i n g  f a c e t s .  C l o s e r  t o  t h e  
b e g i n n i n g  o f  t h e  r a mp  h o w e v e r ,  t h e  n e i g h b o u r s  on t h e  r i g h t  
a r e  i l l u m i n a t e d  m o r e  and  m o r e  s t r o n g l y  and  t h e i r  i n h i b i t ­
o r y  i n f l u e n c e  b e c o m e s  g r e a t e r ,  d e p r e s s i n g  t h e  o u t p u t  f r o m  
f a c e t s  p r o g r e s s i v e l y  m o r e  and  m o r e  t o w a r d s  t h e  d i s c o n t i n ­
u i t y .  Th e  o p p o s i t e  a r g u m e n t  a p p l i e s  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  
u p p e r  i n t e n s i t y  l e v e l ,  e x c e p t  t h a t  t h e  d e p r e s s i o n  o f  
f i r i n g  f r e q u e n c y  i s  m o r e  m a r k e d  d u e  t o  t h e  h i g h e r  i l l u m ­
i n a t i o n  i n t e n s i t y  and  t h e r e f o r e  t h e  g r e a t e r  i n h i b i t o r y  
e f f e c t .  The  o u t p u t  f r e q u e n c y  f o r  e a c h  f i b r e  t h a t  one  
w o u l d  e x p e c t  f r o m  t h i s  m o d e l  i s  t h e r e f o r e  r e p r e s e n t e d  
a p p r o x i m a t e l y  by  t h e  d o t t e d  l i n e  i n  f i g . 4 . 9 .  I n  f a c t ,  
e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  on L i m u l u s  ( 1 1 9 ) a g r e e  w i t h  t h i s  
r e a s o n i n g .
A l t h o u g h  s p a t i a l  i n t e r a c t i o n s  i n  t h e  human e y e  a r e  
much m o r e  d i v e r s e  and  c o m p l e x  t h a n  t h e  s i m p l e  i n h i b i t o r y  
e f f e c t s  i n  t h e  L i m u l u s ,  t h i s  m o d e l  d o e s  seem t o  p r o v i d e  
a t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  i n t e n s i t y  t o  p e r c e i v e d  b r i g h t n e s s  
w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  common e x p e r i e n c e ;  t h e r e  i s  no d o u b t  
t h a t  r e c i p r o c a l  i n h i b i t i o n  p l a y s  an i m p o r t a n t  p a r t  i n  t h e  
human p e r c e p t i o n  o f  i n t e n s i t y  v a r i a t i o n s .  An e x t r e m e l y
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d e t a i l e d  b u t  l u c i d  a c c o u n t  o f  o t h e r  f a c t o r s  i n v o l v e d  i n  
s p a t i a l  i n t e r a c t i o n  i n  t h e  e y e s  o f  h i g h e r  m a m m a l s ,  i n  
a d d i t i o n  t o  a m o r e  t h o r o u g h  a n a l y s i s  o f  t h e  e f f e c t s  o f  
l a t e r a l  r e c i p r o c a l  i n h i b i t i o n  r e v i e w e d  h e r e ,  i s  p r o v i d e d  
b y  C o r n s w e e t  ( 1 2 0 ) .
F o r  o u r  p u r p o s e s ,  we c o n c l u d e  t h a t  t h e r e  i s  c u r r e n t l y  
s u f f i c i e n t  e v i d e n c e  t o  m o d e l  a v e r y  s i m p l i f i e d  v i e w  o f  t h e  
HVS on a l o g a r i t h m - l i k e  t r a n s f o r m  f o l l o w e d  by  some u n s p e c i ­
f i e d  t e c h n i q u e  w h i c h  r e p r o d u c e s  t h e  e n h a n c e m e n t  e f f e c t s  o f  
i n h i b i t o r y  n e u r a l  i n t e r a c t i o n s .  I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n ,  
a t e c h n i q u e  i s  d e s c r i b e d  w h i c h  o p e r a t e s  on i n t e n s i t y  
f u n c t i o n s  t o  f o r m  f u n c t i o n s  s i m i l a r  t o  t h e  p e r c e i v e d  
b r i g h t n e s s  as  d e s c r i b e d  b y  a n o r m a l  o b s e r v e r .
4 . 3 .  THE USE OF THE FOURI ER TRANSFORM I N MEASURES OF 
IMAGE QUAL I TY
I t  h a s  be-en d e m o n s t r a t e d ,  b o t h  t h r o u g h  p e r c e p t u a l  
e x p e r i m e n t  and  p h y s i o l o g i c a l  e v i d e n c e ,  t h a t  t h e r e  i s  a 
m e c h a n i s m  w i t h i n  t h e  HVS w h i c h  c a u s e s  t h e  o v e r - a c c e n t u a ­
t i o n  o f  s h a r p  d i s c o n t i n u i t i e s  i n  an i m a g e .  To t h e  e l e c t ­
r i c a l  e n g i n e e r  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  f o r m  o f  t h i s  e d g e  
a c c e n t u a t i o n  s u g g e s t s  i m m e d i a t e l y  a d e g r e e  o f  h i g h  f r e ­
q u e n c y  e m p h a s i s  as  e x e m p l i f i e d  by  a t y p e  o f  h i g h  p a s s  
f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c . )  I t  i s  t h e r e f o r e  n a t u r a l  t o  
i n v e s t i g a t e  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  HVS t o  a r a n g e  o f  
f r e q u e n c i e s .  D i r e c t  p h y s i o l o g i c a l  e x p e r i m e n t s  on t h e  
human e y e  a r e ,  o f  c o u r s e ,  n o r m a l l y  o u t  o f  t h e  q u e s t i o n ,
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b u t  i t  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  t o  u s e  p s y c h o l o g i c a l  t e s t s  u s i n g  
as  many  s u b j e c t s  as  p o s s i b l e  as  a s u b s t i t u t e .  I n  t h i s  w a y ,  
i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  an a p p r o x i m a t e  e s t i m a t e  o f  
s p a t i a l  f r e q u e n c y  s p e c t r a l  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  a v e r a g e  
human e y e  w h i c h  may be u s e d  t o  w e i g h t  a n y  t e c h n i q u e  c h o s e n  
t o .  a s s e s s  i m a g e  q u a l i t y .
The  t e r m  i m a g e  q u a l i t y  h a s  b e e n  u s e d  many  t i m e s  
a l r e a d y ;  i t  i s  f i n a l l y  n e c e s s a r y  t o  p r o v i d e  some d e f i n i t i o n  
o f  s u c h  a v a g u e  t e r m .  We d e f i n e  i m a g e  q u a l i t y  as  t h e  p e r ­
c e i v e d  d i s t a n c e  b e t w e e n  t w o  i m a g e s  o f  t h e  same s c e n e  p r o ­
c e s s e d  d i f f e r e n t l y  o r  s u b j e c t  t o  d i f f e r e n t  p e r t u r b a t i o n s ,  
as  a s s e s s e d  b y  a human o b s e r v e r .  T h i s  d e f i n i t i o n  i s  
e x t r e m e l y  r e s t r i c t i v e  s i n c e  i t  d e a l s  o n l y  w i t h  i m a g e s  o f  
t h e  same s c e n e  and  r e l i e s  on an a s s u m p t i o n  t h a t  p e o p l e  a l l  
a s s e s s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t w o  i m a g e s  w i t h  l i t t l e  v a r i a ­
b i l i t y .  F o r  o u r  p u r p o s e s  h o w e v e r ,  t h e  d e f i n i t i o n  i s  
s u f f i c i e n t  s i n c e  we a r e  i n t e r e s t e d  p r i m a r i l y  i n  t h e  d i f f ­
e r e n c e s  b e t w e e n  an o r i g i n a l  i m a g e  and  a d i g i t a l l y  p r o c e s s e d  
i m a g e  w h i c h  i s  s u b j e c t  t o  p r o c e s s i n g  e r r o r s  a n d  t h e  e f f e c t s  
o f  f i l t e r i n g  a n d  n o i s e .  The  c o n f l i c t  b e t w e e n  d i f f e r e n t  
o b s e r v e r s  as  t o  t h e  a p p a r e n t  q u a l i t y  o f  a p a r t i c u l a r  i m a g e  
i s  s o m e t h i n g  w h i c h  c a n  n e v e r  be  r e s o l v e d  a n a l y t i c a l l y ;  
e a c h  o f  us  h a s  a r i g h t  t o  a d i f f e r e n c e  o f  o p i n i o n  as  much  
as  e a c h  h a s  a d i f f e r e n t  p e r s o n a l  c h a r a c t e r .  Th e  b e s t  we 
c a n  h o p e  t o  a c h i e v e  i s  t o  a i m  f o r  a m e a s u r e  w h i c h  r e l a t e s  
t o  an ' a v e r a g e '  o b s e r v e r  and  ' a v e r a g e '  o n l y  h a s  m e a n i n g  i f  
we r e s t r i c t  o u r  i n v e s t i g a t i o n  t o  o n e  s m a l l  p a r t  o f  t h e  HVS 
p r o b l e m ,  i n  t h i s  c a s e  s p a t i a l  i n t e r a c t i o n  i n  t h e  s p e c i f i c
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c o n t e x t  o f  b r i g h t n e s s  p e r c e p t i o n .
As a s i m p l e  e x a m p l e ,  we m i g h t  m e a s u r e  t h e  p e r c e p t i o n  
o f  m a c h - b a n d s  i n  a g r o u p  o f  o b s e r v e r s .  The  g r e a t e s t  
e f f e c t  i s  r a t e d  b y  an o b s e r v e r  a ,  w h i l s t  a n o t h e r  o b s e r v e r  
b may f a i l  t o  s e e  a n y  i l l u s i o n  a t  a l l .  We c o u l d  c h o o s e  
t h e  a v e r a g e  o b s e r v e r  t o  be s o m e o n e  who s e e s  t h e  i l l u s i o n  
t o  a d e g r e e  s p e c i f i e d  by  t h e  s t a t i s t i c a l  mean o f  t h e  
i n t e n s i t y  o f  t h e  b a n d s  d e s c r i b e d  b y  e a c h  o b s e r v e r  and  t h e n  
c h e c k  i f  t h e r e  i s  a n y  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  m e a s u r e d  s p e c ­
t r a l  s e n s i t i v i t i e s  o f  t h e  o b s e r v e r s  a n d  t h e i r  s t r e n g t h s  
o f  p e r c e p t i o n  o f  t h e  m a c h - b a n d s .
As p s y c h o l o g i c a l  e x p e r i m e n t s  o f  t h i s  k i n d  a r e  o u t ­
s i d e  t h e  s c o p e  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  we c h o o s e  as  a f i r s t  
a t t e m p t ,  a p r e v i o u s l y  d e t e r m i n e d  e s t i m a t e  o f  t h e  f r e q u e n c y  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  HVS.  T h i s  c a n  be u s e d  t o  c o n ­
s t r u c t  a c o m p u t a t i o n a l  t e c h n i q u e  f o r  m e a s u r i n g  
d i s t a n c e s  b e t w e e n  o r i g i n a l  and  p r o c e s s e d  i m a g e s .
4 . 3 . 1  SPECTRAL CHARACT ERI ST I CS  OF THE S I MPL E HVS MODEL
The m e a s u r e  o f  s p a t i a l  f r e q u e n c y  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  
human e y e  i s  t h e  m o d u l a t i o n  t r a n s f e r  f u n c t i o n  ( M T F ) .  Two 
a s s u m p t i o n s  u n d e r l i e  t h e  u s e  o f  t h e  MTF.  F i r s t l y ,  t h e  
s y s t e m  t o  be a n a l y s e d  m u s t  be l i n e a r .  S e c o n d l y ,  o n l y  
one e s t i m a t e  o f  t h e  MTF i s  a v a i l a b l e  so  t h a t  i t  m u s t  be 
a s s u me d  t h a t  t h e  HVS h a s  a s p a c e - i n v a r i a n t  r e s p o n s e .  The  
HVS a l s o  s h o w s  d i f f e r i n g  s e n s i t i v i t i e s  t o  p a t t e r n s  a t  
v a r i o u s  o r i e n t a t i o n s ,  b u t  f o r  c o m p u t a t i o n a l  s i m p l i c i t y ,
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i t  i s  a l s o  n e c e s s a r y  t o  a s s u m e  i s o t r o p y .  I n  r e a l i t y ,  
t h e  s p a t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  HVS a r e  k n o wn  t o  be 
n e i t h e r  c o m p l e t e l y  l i n e a r  n o r  s p a c e - i n v a r i a n t .  As a 
f i r s t  a p p r o a c h  h o w e v e r ,  we c a n  a s s u me  t h a t  t h e  o b s e r v e d  
l o g a r i t h m i c  s p a t i a l  t r a n s f o r m  o c c u r s  e n t i r e l y  b e f o r e  t h e  
s p e c t r a l  i n t e r a c t i o n  p r o c e s s e s  d e s c r i b a b l e  by  t h e  MTF,  
a n d  n e g l e c t  t h e  e f f e c t s  o f  s p a c e - i n v a r i a n c e .
S e v e r a l  t e c h n i q u e s  h a v e  b e e n  u s e d  t o  m e a s u r e  t h e  HVS 
MTF.  I n  on e  m e t h o d ,  an o b s e r v e r  c o m p a r e s  a s i n u s o i d a l  
p a t t e r n  w i t h  a f i e l d  o f  c o n s t a n t  i n t e n s i t y .  Th e  e x p e r i ­
m e n t e r  p r e s e n t s  p a t t e r n s  v a r y i n g  f r o m  v e r y  l o w  s p a t i a l  
f r e q u e n c i e s  t o  h i g h  f r e q u e n c i e s ,  and  f o r  e a c h  c a s e ,  t h e  
a m p l i t u d e  o f  t h e  p a t t e r n  i s  s l o w l y  i n c r e a s e d  f r o m  z e r o  
u n t i l  t h e  o b s e r v e r  c a n  j u s t  d e t e c t  a d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  t w o  p a t c h e s .  The  a m p l i t u d e  a t  w h i c h  t h i s  o c c u r s  i s  
p l o t t e d  a g a i n s t  s p a t i a l  f r e q u e n c y  t o  y i e l d  a c u r v e  w h i c h  
i s  t a k e n  t o  be t h e  i n v e r s e  o f  t h e  MTF.  H o w e v e r ,  t h e r e  i s  
an i m p l i c i t  a s s u m p t i o n  t h a t ,  f o r  a l l  f r e q u e n c i e s  p r e s e n t e d ,
t h e  p s y c h o l o g i c a l  t h r e s h o l d  a t  w h i c h  t h e  o b s e r v e r  t h i n k s  
he ' j u s t  s e e s '  t h e  p a t t e r n  i s  t h e  s a me .  T h e r e  i s  no 
e v i d e n c e  t o  j u s t i f y  t h i s  a t  t h e  p r e s e n t  t i m e .  A n o t h e r  o b ­
j e c t i o n  i s  t h a t  t h e  s i n u s o i d a l  p a t t e r n  o f  f i n i t e  i n t e n s i t y  
w h i c h  i s  r e q u i r e d  i s  n o t  p e r c e i v e d  as  a s i n u s o i d ,  s o  t h a t
t h e  MTF t h u s  m e a s u r e d  w o u l d  o n l y  be v a l i d  i n  t h i s  n o n -
§l i n e a r  s y s t e m  f o r  p a t t e r n s  o f  z e r o  i n t e n s i t y
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N o t e  t h a t  t h e  i n t e n s i t i e s  a r e  q u i t e  s m a l l  i n  t h i s  
e x p e r i m e n t ,  so  t h a t  n o n l i n e a r i t y  i s  n o t  a m a j o r  
s o u r c e  o f  i n a c c u r a c y .
I d e a l l y ,  a n u l l  t e c h n i q u e  i s  r e q u i r e d  w h e r e  c o m p a r i s o n s  
a r e  made a t  i n t e n s i t i e s  s u c h  t h a t  c o n t r a s t  ( i . e .  m o d u l ­
a t i o n  d e p t h )  i s  c o m p a r e d . ,
Su c h  a m e t h o d  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  by  D a v i d s o n  ( 1 2 1 ) .  
The  e s s e n t i a l  e l e m e n t  i n  h i s  m e t h o d  was  t o  a l l o w  an 
o b s e r v e r  t o  m a t c h  t w o  s i n u s o i d a l  p a t t e r n s  t o  w h a t  he c o n ­
s i d e r e d  t o  be  e q u a l  c o n t r a s t .  One p a t t e r n  r e m a i n e d  
c o n s t a n t  i n  f r e q u e n c y  and  a m p l i t u d e ;  t h e  o t h e r  was  v a r i e d  
t h r o u g h  t h e  r a n g e  o f  s p a t i a l  f r e q u e n c i e s  o f  i n t e r e s t .
( T h e  c o m p a r i s o n  was  a c t u a l l y  e f f e c t e d  by  f l a s h i n g  t h e  
t w o  p a t t e r n s ,  o n e  a f t e r  a n o t h e r ,  f o r  a s h o r t  d u r a t i o n ,  
and  a d j u s t i n g  t h e  a m p l i t u d e  u n t i l  t h e  o b s e r v e r  s a i d  o n e  
c o n t r a s t  was  g r e a t e r  t h a n  t h e  o t h e r  5 0% o f  t h e  t i m e  and 
l e s s  t h a n  t h e  o t h e r  5 0% o f  t h e  t i m e ) .  The  m a j o r  p r o b l e m  
w i t h  t h i s  t e c h n i q u e  i s  t h a t  t h e  i n t e n s i t i e s  i n v o l v e d  a r e  
s u c h  t h a t  t h e  n o n l i n e a r i t i e s  o f  t h e  HVS w i l l  h a v e  a 
l a r g e  e f f e c t  on t h e  e s t i m a t e s  o f  t h e  MTF.  One wa y  o f  
o v e r c o m i n g  t h i s  p r o b l e m  i s  t o  r e p e a t  t h e  p r o c e d u r e  f o r  
a r a n g e  o f  a m p l i t u d e s  o f  t h e  c o n s t a n t  p a t t e r n ;  t h e  s e t  
o f  c u r v e s  t h u s  o b t a i n e d  c a n  be u s e d  t o  e x t r a p o l a t e  a 
h y p o t h e t i c a l  z e r o - c o n t r a s t  c u r v e  w h e r e  t h e  n o n l i n e a r ­
i t i e s  h a v e  no e f f e c t .  H o w e v e r ,  t h e  f a c t  t h a t  t h i s  n o n -  
l i n e a r i t y  i s  a p p r o x i m a t e l y  l o g a r i t h m i c  o v e r  s m a l l  
i n t e n s i t y  r a n g e s  i s  a l r e a d y  k n o w n ;  h e n c e  i t  i s  p o s s i b l e  
t o  s t i m u l a t e  t h e  o b s e r v e r  w i t h  e x p o n e n t i a t e d  s i n e  w a v e s  
w h i c h  he p e r c e i v e s  as s i n u s o i d a l  s u r f a c e s ,  c o m p e n s a t i n g  
f o r  t h e  n o n l i n e a r  t r a n s f o r m ,  i f  i t  a s s u m e d  t h a t  t h e
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t r a n s f o r m  o c c u r s  e a r l i e r  i n  t h e  H VS t h a n  t h e  i n t e r a c t i o n s  
s p e c i f i e d  b y  t h e  MTF.  T h i s  m e t h o d  was  u s e d  b y  D a v i d s o n ,  
and  t h e  c u r v e  he c a l c u l a t e d  f o r  t h e  HV5 MTF a f t e r  c o m p ­
e n s a t i n g  f o r  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  
a p p a r a t u s  i s  s h o w n  i n  f i g . 4 . 1 0 ,  A l t h o u g h  t h i s  c u r v e  i s  
a p p l i c a b l e  o n l y  t o  o n e  o b s e r v e r  u n d e r  o n e  s e t  o f  c o n ­
d i t i o n s ,  i t  i s  t h e  m o s t  u s e f u l  d a t a  c u r r e n t l y  a v a i l a b l e  
and  w i l l  be u s e d  h e r e .
A s i m p l e  e x p e r i m e n t  w h i c h  v e r i f i e d  t h e  g e n e r a l  s h a p e  
o f  t h e  MTF c h a r a c t e r i s t i c  i s  s h o w n  i n  f i g . 4 . 1 1 .  T h i s  
i m a g e  c o n s i s t s  o f  a s t e a d i l y  i n c r e a s i n g  a m p l i t u d e  
( v e r t i c a l l y )  o f  a s i n u s o i d a l  s u r f a c e  o f  l o g a r i t h m i c a l l y  
i n c r e a s i n g  f r e q u e n c y .  T h e  r e a d e r  s h o u l d  s e e  an a p p r o x i ­
m a t e l y  s i n u s o i d a l  s u r f a c e  b e c a u s e  he i s  s t i m u l a t e d  by  
e x p o n e n t i a l  s i n e w a v e s  as  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y .  The  
b o r d e r  g e n e r a t e d  by  t h e  h e i g h t  a t  w h i c h  e a c h  f r e q u e n c y  
b e c o m e s  i m p e r c e p t i b l e  h a s  a s i m i l a r  s h a p e  t o  D a v i d s o n ' s  
MTF.  T h e  f r e q u e n c y  s c a l e  i s  d e s i g n e d  t o  be c o r r e c t  when  
t h e  i m a g e  i s  v i e w e d  f r o m  n o r m a l  r e a d i n g  d i s t a n c e  o f  
a b o u t  24  i n c h e s ,  so  t h a t  f o r  an o b s e r v e r  w i t h o u t  s p e c ­
t a c l e s ,  o r  w i t h  c o r r e c t l y - p r e s c r i b e d  s p e c t a c l e s ,  t h e  
p e a k  o f  t h e  b o r d e r  s h o u l d  o c c u r  a r o u n d  6 c y c l e s / d e g r e e .  
F o r  t h e  a v e r a g e  o b s e r v e r ,  t h i s  p a t t e r n  s h o u l d  r e v e a l  t h e  
i m p o r t a n t  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  MTF,  n a m e l y  t h a t  t h e r e  
i s  a r e d u c t i o n  i n  s e n s i t i v i t y  a t  l o w  s p a t i a l  f r e q u e n c i e s  
i n  a d d i t i o n  t o  t h e  u s u a l  h i g h  f r e q u e n c y  r o l l - o f f  a s s u m e d  





C o n s e q u e n t l y ,  t h e  c u r v e  o f  f i g . 4 . 1 0  w i l l  be  u s e d  as 
an e s t i m a t e  o f  t h e  H VS MTF u n d e r  t h e  t h r e e  a s s u m p t i o n s  o f  
a l i n e a r  s y s t e m  ( a f t e r  t h e  l o g  t r a n s f o r m  h a s  b e e n  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t ) ,  an i s o t r o p i c  f i l t e r  p r o f i l e ,  a n d  a s p a c e  
i n v a r i a n t  p o i n t  s p r e a d  f u n c t i o n .  None  o f  t h e s e  a s s u m p ­
t i o n s  i s  e n t i r e l y  v a l i d  i n  p r a c t i c e ,  b u t  f o r  t h e  p r e s e n t  
t h e y  a r e  n e c e s s a r y  f o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y .
4 . 3 . 2  A METHOD FOR THE DE SC R I P T I ON  OF ERROR I N IMAGES
The  MTF u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e  s p a t i a l  i n t e r a c t i o n s  i n  
t h e  HVS may be t e s t e d  by  b o t h  o n e - d i m e n s i o n a l  a n d  t w o -  
d i m e n s i o n a l  f i l t e r i n g  t o  d e t e r m i n e  i t s  u t i l i t y  as  a 
d e s c r i p t o r  o f  t h e  o p t i c a l  i l l u s i o n s  p r e v i o u s l y  i l l u s t r a t e d ,  
F o r  t h i s  p u r p o s e ,  t h e  t e s t  p a t t e r n  o f  f i g . 4 . 1 2 a ,  d u e  t o  
S t o c k h a m  ( 2 4 ) ,  s h o w s  m o s t  o f  t h e  i l l u s i o n s  p r e v i o u s l y  
r e f e r r e d  t o .  Th e  d e n s i t y  v a r i a t i o n  i n  t h e  x d i r e c t i o n  i s  
p l o t t e d  i n  f i g . 4 . 1 2 b .  ( T h e  t e s t  p a t t e r n  was  e x p o n e n t i a l  
b e f o r e  o u t p u t  t o  p r o d u c e  e q u a l l y  s p a c e d  d e n s i t y  s t e p s )
A l l  t h e  u s u a l  i l l u s i o n s  o f  m a c h - b a n d s ,  s i m u l t a n e o u s  c o n ­
t r a s t  an d  t h e  n o n l i n e a r i t i e s  w i t h i n  t h e  c o n s t a n t  d e n s i t y  
s t e p s  a r e  v i s i b l e .  T h i s  p a t t e r n  i s  f i l t e r e d  b y  an 
i s o t r o p i c  f i l t e r  w h o s e  r a d i a l  p r o f i l e  i s  t h a t  o f  f i g . 4 .10 
t o  g i v e  t h e  i m a g e  i n  f i g . 4 . 1 2 c .  The  e f f e c t  e x a g g e r a t e s  
t h e  i l l u s i o n s  o f  s i m u l t a n e o u s  c o n t r a s t  and  m a c h - b a n d s  as 
e x p e c t e d .  Th e  c r o s s - s e c t i o n  o f  f i g . 4 . 12c  i s  s h o w n  i n  
f i g . 4 . 1  2 d a n d  s h o u l d  be an a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  
t h e  r e a d e r ' s  p e r c e i v e d  b r i g h t n e s s  a c r o s s  f i g . 4 . 1 2 a i f  
t h e  MTF c h a r a c t e r i s t i c  i s  c o r r e c t .
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A s i m i l a r  e x p e r i m e n t  u s i n g  a o n e - d i m e n s i o n a l  f i l t e r  
d e m o n s t r a t e s  t h e  s i m u l t a n e o u s  c o n t r a s t  e f f e c t  e x h i b i t e d  
i n  f i g . 4 . 4 .  F i l t e r i n g  a c r o s s - s e c t i o n  t h r o u g h  a l l  f o u r  
p a t c h e s  by  t h e  MTF r e s u l t s  i n  an o u t p u t  p a t t e r n  s h o w n  i n  
f i g . 4 . 1 3 b .  N o t e  t h a t  f o r  e a c h  i m a g e  i n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  
HVS f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c  f r e q u e n c y  r a n g e  i s  d e s i g n e d  t o  
s i m u l a t e  t h e  e f f e c t s  p e r c e i v e d  b y  a n o r m a l  o b s e r v e r  when  
r e a d i n g  f r o m  24  i n c h e s .  I t  i s  l e f t  t o  t h e  r e a d e r  t o  
a s s e s s  t h e  s i m i l a r i t y  b e t w e e n  t h e  g r a p h  o f  f i g . 4 . 13b and  
h i s  p e r c e i v e d  b r i g h t n e s s  o f  t h e  f o u r  s m a l l  s q u a r e s  i n  
f i g . 4 . 4 .  I n  f a c t ,  t h e  MTF was  a d j u s t e d  s u c h  t h a t  
f i g . 4 . 1 3 b  r e p r e s e n t e d  t h e  a u t h o r ' s  p e r c e p t i o n  o f  t h e  r e l ­
a t i v e  b r i g h t n e s s  o f  t h e  s m a l l  s q u a r e s  i n  f i g . 4 . 4 .
T h e  c o n c l u s i o n  d r a w n  f r o m  t h e  p r e c e d i n g  d i s c u s s i o n  
o f  t h e  s p a t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  HVS i s  t h a t  a 
s i m p l e  m o d e l  o f  t h e  s y s t e m  l o o k s  e x a c t l y  l i k e  t h e  b l o c k  
d i a g r a m  o f  a h o m o m o r p h i c  f i l t e r  ( f i g . 1 . 9 ) .  I n  p a r t ,  t h i s  
h e l p s  t o  e x p l a i n  t h e  d e s i r a b l e  f e a t u r e s  o f  h o m o m o r p h i c  
f i l t e r i n g  f o r  i m a g e  p r o c e s s i n g  a l r e a d y  r e f e r r e d  t o .  
P r o c e s s i n g  o f  i m a g e s  u s i n g  t h i s  m o d e l  t o  s u p p r e s s  o p t i c a l  
i l l u s i o n s  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  b y  S t o c k h a m  ( 2 4 ) .  H o w e v e r ,  
we a r e  i n t e r e s t e d  i n  u s i n g  t h e  m o d e l  f o r  d e t e c t i n g  d i f f ­
e r e n c e s  b e t w e e n  p r o c e s s e d  i m a g e s  as  o b s e r v e d  b y  t h e  HVS 
r a t h e r  t h a n  s i m u l a t i n g  t h e  HVS i t s e l f ,  and  t h e r e f o r e  
r e q u i r e  a t e c h n i q u e  w h i c h  p l a c e s  an e m p i r i c a l ,  n u m e r i c a l  
v a l u e  on t h e  o b s e r v e d  d i f f e r e n c e s .
I n  s e c t i o n  3 . 3 . 3  t h e  m a t c h e d  f i l t e r  was  u s e d  t o
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c o m p u t e  c o r r e l a t i o n s ,  i n  t e r m s  o f  b o t h  e n e r g i e s  and 
g r a d i e n t s ,  b e t w e e n  f i l t e r e d  v e r s i o n s  o f  an o r i g i n a l  i m a g e  
c o n t a i n i n g  m u l t i p l e  t a r g e t s  a n d  a f i l t e r  ma s k  d e s i g n e d  t o  
d e t e c t  a l l  t a r g e t s  o f  t h e  same t y p e .  I t  was  d e m o n s t r a t e d  
t h a t  t h e  e n e r g y  p e a k s  o c c u r r i n g  i n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
c o r r e l a t i o n  s p a c e  w e r e  m e a s u r e s  o f  s i m i l a r i t y  b e t w e e n  t h e  
f i l t e r  ma s k  and  t h e  o b j e c t s  i n  t h e  i m a g e  a t  t h e  c o o r d i n ­
a t e s  o f  e a c h  p e a k .  The g r a d i e n t  m a t c h e d  f i l t e r  p r o v i d e s  
an i m p r o v e d  d e t e c t i o n  o f  o b j e c t s  s p e c i f i e d  b y  many  e d g e s .  
H o w e v e r ,  i t  i s  o n e  o f  an i n f i n i t e  s e t  o f  p o s s i b l e  m a t c h e d  
f i l t e r  t e m p l a t e s  w h i c h  c a n  be u s e d  f o r  d e t e c t i o n  p u r p o s e s .  
I t  i s  q u i t e  p o s s i b l e  f o r  e x a m p l e ,  t o  u s e  an n t h  o r d e r  
d i f f e r e n t i a l  m a t c h e d  f i l t e r  d e f i n e d  b y  a w e i g h t e d  sum o f  
e a c h  o f  t h e  n d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r s  f o r  a m a t c h e d  
f i l t e r i n g  s c h e m e .  The  f a c t  t h a t  s u c h  a f i l t e r  c a n  be 
s p e c i f i e d  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  as  an n t h  o r d e r  p o l y ­
n o m i a l  s u r f a c e  h a s  b e e n  a l l u d e d  t o  e a r l i e r  ( s e c t i o n  1 . 2 . 3 ) .
I n  t h e  p r e s e n t  c o n t e x t  h o w e v e r ,  a d i f f e r e n t  i n t e r p ­
r e t a t i o n  c a n  be  p l a c e d  on t h e  e f f e c t  o f  t h i s  f i l t e r .  The 
c o r r e l a t i o n  p l a n e ,  w h i c h  i s  t h e  o u t p u t  o f  t h e  f i l t e r  
wh e n  t h e  i m a g e  u n d e r  c o m p a r i s o n  f o r m s  t h e  i n p u t ,  c a n  be 
r e g a r d e d  as  t h e  o u t p u t  o f  a l i n e a r ,  i s o t r o p i c ,  s p a c e -  
i n v a r i a n t  s y s t e m  w h i c h  c o m p a r e s  t h e  s i m i l a r i t y  b e t w e e n  
t h e  f i l t e r  ma s k  and  t h e  i m a g e ,  and  w h i c h  h a s  a s y s t e m  
f r e q u e n c y  r e s p o n s e  g i v e n  b y  t h e  p o l y n o m i a l  s u r f a c e .
T h u s ,  t h e  g r a d i e n t  m a t c h e d  f i l t e r  c o m p a r e s  t w o  i m a g e s  i n  
a m a n n e r  i d e n t i c a l  t o  t h e  c o m p a r i s o n  made b y  some
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a r b i t r a r y  s y s t e m  w h i c h  ' p e r c e i v e s '  n o t  t h e  i m a g e s  
t h e m s e l v e s ,  b u t  i m a g e s  w h i c h  r e s u l t  f r o m  0. s p a t i a l  filter!n^|»r£Cfeis, 
T h i s  f i \ ’te-Y'  l i n e a r l y  w e i g h t s  t h e  s p a t i a l  c o m p o n e n t s  by  
a t w o - d i m e n s i o n a l  i n v e r t e d  c o n e  w i t h  i t s  p e a k  c e n t r e d  a t  
z e r o  f r e q u e n c y .  U n d e r  s u c h  c i r c u m s t a n c e s ,  i t  w o u l d  be 
e x p e c t e d  t h a t  o n l y  i m a g e s  w h i c h  a r e  ' p e r c e i v e d '  by  t h e  
f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  s y s t e m  t o  be v e r y  s i m i l a r  w o u l d  
h a v e  c o r r e l a t i o n  p e a k s  o f  s i m i l a r  h e i g h t s ,  a l t h o u g h  t h e  
same i m a g e s  m i g h t  l o o k  v e r y  d i f f e r e n t  t o  a n o t h e r  s y s t e m  
( t h e  HVS f o r  e x a m p l e ) .  The s e t  o f  i m a g e s  w h i c h  a p p e a r  
s i m i l a r  v i e w e d  b y  t h i s  s y s t e m ,  as  d e f i n e d  by  a s p e c i f i e d  
r a n g e  o f  c o r r e l a t i o n  v a l u e s ,  c a n  be c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t  
t o  t h e  s e t  p e r c e i v e d  t o  be s i m i l a r  by  a n o t h e r  s y s t e m ,  as  
d e f i n e d  b y  t h e  same r a n g e  o f  c o r r e l a t i o n  v a l u e s .
W i t h  t h i s  a r g u m e n t  i n  m i n d ,  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  
p r o p o s e  an i m a g e  a n a l y s i s  s y s t e m  w h e r e  t h e  c o n j u g a t e d  
s p e c t r u m  o f  t h e  l o g a r i t h m  o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  
m u l t i p l i e d  b y  a t w o - d i m e n s i o n a l  i s o t r o p i c  s u r f a c e  w i t h  
a r a d i a l  p r o f i l e  s p e c i f i e d  b y  D a v i d s o n ' s  e s t i m a t e  o f  t h e  
HVS MTF f o r m s  t h e  m a t c h e d  f i l t e r  r e s p o n s e ,  H * ( u , v ) .  I f  
t h e  o r i g i n a l  i m a g e  i s  o ( x , y ) ,  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e  i s  
g ( X , y ) , a n d  ;
G ( u , v ) = " j J ^ g ( x , y ) j  ( 4 . 3 a )
□ ( u , v ) = ' j j l o g o ( x , y ) |  ( 4 . 3 b )
t h e n  t h e  r e q u i r e d  m a t c h e d  f i l t e r  i s  s p e c i f i e d  b y ;
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H * ( u , V ) = 0 * ( u , V ) . V ( u , V ) ( 4 . 4 )
w h e r e  V ( u , v ) = M ( w )  j  s a*“-vV^ ( 4 . 5 )
a n d  M( w)  i s  t h e  HVS MTF a d j u s t e d  f r o m  f i g . 4 . 1 0  t o  
s i m u l a t e  as  c l o s e l y  as  p o s s i b l e  t h e  a u t h o r ' s  p e r c e p t i o n  
o f  b r i g h t n e s s  i n  t h e  p r e v i o u s  e x p e r i m e n t s ,  wh e n  v i e w e d  
f r o m  24 i n c h e s .
U s i n g  t h i s  f i l t e r ,  t h e  h e i g h t  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  
p e a k  on t h e  s u r f a c e  d e f i n e d  b y ;
f ( x , y ) = ^ j o ( u , v )  . H * ( u , v j ^  ( 4 . 6 )
w i l l  r e p r e s e n t  t h e  d e p a r t u r e  f r o m  e q u i v a l e n c e  t o  t h e  
o r i g i n a l  i m a g e  b y  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e .  S p e c i f i c a l l y ,  t h e  
d i f f e r e n c e  max f  ( x , y ) - m a x  f ( x , y )  w h e r e :
f
a ( X , y ) = Jo ( X , y ) j  . H *  ( u , V )| ( 4 . 7 )
s h o u l d  be a m e a s u r e  o f  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  o ( x , y )  and  
g ( X , y ) as  o b s e r v e d  b y  t h e  v i e w e r  ( r e l a t i v e  t o  o t h e r  
p r o c e s s e d  i m a g e s ) .
C o m p u t a t i o n  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n s  f o r  t h e  
p u r p o s e  o f  d e t e c t i n g  s m a l l  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  i m a g e s  
r e q u i r e s  h i g h  a r i t h m e t i c  a c c u r a c y ;  c o n s e q u e n t l y ,  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  u s e  f l o a t i n g - p o i n t  n u m b e r s  i n  t h e  t r a n s f o r m ­
a t i o n s .  When t h e  s t o r a g e  m e c h a n i s m s  u s e d  a r e  t h e  same as
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I n  f i g . 4 . 1 1 ,  I  r a t e d  t h e  p e a k  r e s p o n s e  t o  o c c u r  
a t  a b o u t  6 c y c l e s / d e g r e e .
t h o s e  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  3 . 2 , 2 ,  t h e  t o t a l  I / O  t i m e  i s  
n o t  i n c r e a s e d  e x c e s s i v e l y  f o r  f l o a t i n g - p o i n t  d a t a .  The 
m a i n  i n c r e a s e  i n  p r o c e s s i n g  t i m e  i s  d u e  t o  t h e  f l o a t i n g ­
p o i n t  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s ,  and  t h i s  i s  e x c e s s i v e  u n l e s s  
h i g h  s p e e d  f l o a t i n g - p o i n t  a r i t h m e t i c  h a r d w a r e  i s  a v a i l a b l e .  
F o r  e x a m p l e ,  a FORTRAN 2DFFT u s i n g  r e a l  n u m b e r s  was  p r o ­
g r a mme d  on t h e  same 12 b i t  c o m p u t e r  u s e d  f o r  t h e  i n t e g e r  
t r a n s f o r m  o f  c h a p t e r  3 .  Eac h  n u m b e r  o c c u p i e s  3 w o r d s  o f  
s t o r a g e  on t h i s  c o m p u t e r  and  t h e  a r i t h m e t i c  was  c a r r i e d  
o u t  b y  s o f t w a r e  s u b r o u t i n e s .
E a c h  t r a n s f o r m a t i o n  r e q u i r e d  a p p r o x i m a t e l y  35 m i n u t e s  
p r o c e s s i n g  t i m e  , a c c o u n t e d  f o r  b y  t h e  s p e e d  o f  f l o a t i n g ­
p o i n t  a r i t h m e t i c  r a t h e r  t h a n  a v e r y  g r e a t  i n c r e a s e  i n  
I / O  t i m e .
F o r  t h e  p r a c t i c a l  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
c o r r e l a t i o n s  p r e s e n t e d  h e r e ,  a s e c o n d  m a c h i n e  w i t h  a w o r d  
l e n g t h  o f  16 b i t s ,  3 2k  o f  c o r e  m e m o r y ,  and  a 2 0% f a s t e r  
m e mo r y  c y c l e  t i m e  was  e m p l o y e d .  R e a l  n u m b e r s  w e r e  r e p ­
r e s e n t e d  u s i n g  2 w o r d s ,  and  a h a r d w a r e  f l o a t i n g - p o i n t  
p r o c e s s o r  was  a v a i l a b l e .  B e c a u s e  t h e  s t o r a g e  o f  p a r t i a l l y  
t r a n s f o r m e d  m a t r i c e s  and  s p e c t r a l  m a t r i c e s  o u t l i n e d  i n  
c h a p t e r  3 i s  h i g h l y  e f f i c i e n t ,  and  b e c a u s e  16 l i n e s  o f  
r e a l  n u m b e r s  c o u l d  be h e l d  s i m u l t a n e o u s l y  i n  t h e  l a r g e r  
c o r e  s t o r e ,  t h e  s t o r a g e  s c h e m e  and  c o m p u t a t i o n  m e t h o d
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T o t a l  e l a p s e d  t i m e .
u s e d  was  v e r y  s i m i l a r  t o  t h e  i n t e g e r  t r a n s f o r m ,  r e s u l t i n g  
i n  s i m p l e  p r o g r a m s  f o r  t h e  s e q u e n t i a l  t r a n s f o r m s  and 
m a t r i x  t r a n s p o s i t i o n  T h e s e  p r o g r a m s  a r e  i n c l u d e d  i n  
A p p e n d i x  C s i n c e  t h e y  i l l u s t r a t e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s a v i n g s  
r e s u l t i n g  f r o m  p r o p e r t i e s  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s p e c t r u m  
and  t h e . e f f i c i e n c y  o f  t h e  t r a n s p o s i t i o n  a l g o r i t h m  v e r y  
s u c c i n c t l y .
E a c h  t r a n s f o r m a t i o n  r e q u i r e d  13 m i n u t e s  p r o c e s s i n g  
t i m e  and  u s e d  t w o  d i s k  f i l e s  e a c h  o f  s i z e  1 3 1 , 0 7 2  w o r d s .  
T h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s  w e r e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  f i l t e r  
t e m p l a t e s  an d  i m a g e  s p e c t r a  n e c e s s a r y  t o  p e r f o r m  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  m a t c h e d  f i l t e r i n g .  I n  t h e  f o l l o w i n g  
s e c t i o n ,  t h e  HVS m o d e l  i s  u s e d  t o  m e a s u r e  d i s t a n c e s  
b e t w e e n  o r i g i n a l  i m a g e s  a n d  v e r s i o n s  o f  t h e  same i m a g e  
p e r t u r b e d  b y  a v a r i e t y  o f  p r o c e s s e s .  The  p e r t u r b e d  
i m a g e s  a r e  i l l u s t r a t e d  t o  a l l o w  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  
o b s e r v e r ' s  e s t i m a t i o n  o f  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e m  and  
t h e  q u a n t i t a t i v e  v a l u e s  c a l c u l a t e d  b y  t h e  m o d e l .
4 . 3 . 3  S U B J ECT I V E  EVALUATI ON OF IMAGE REPRODUCTI ON
The  h y p o t h e t i c a l  m o d e l  f o r  t h e  a s s e s s m e n t  o f  i m a g e  
d i s t o r t i o n s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  r e q u i r e s  
some f o r m  o f  t e s t i n g  t o  d e t e r m i n e  i t s  e f f e c t i v e n e s s ,  e v en  
i n  a p r e l i m i n a r y  s e n s e .  W i t h i n  t h e  t i m e  a v a i l a b l e ,  i t  
h a s  o n l y  b e e n  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  r e s u l t s  f r o m  t h e  m o d e l  
f o r  a f e w  s i m p l e  i m a g e  d e g r a d a t i o n s  o r  d i s t o r t i o n s .  
T h e r e f o r e ,  t h e  p r o c e s s e d  i m a g e s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  f r o m
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j u s t  one  o r i g i n a l  i m a g e ,  and  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  
c o n s e q u e n t l y  e x t r e m e l y  r e s t r i c t i v e .  The  r e f i n e m e n t  and  
d e v e l o p m e n t  o f  t h i s  a s s e s s m e n t  s c h e me  i s  o n e  a r e a  w h i c h  
w o u l d  c o n s t i t u t e  v e r y  i n t e r e s t i n g  f u r t h e r  w o r k .  The  b e s t  
a p p r o a c h  t o  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  a v a i l a b l e  
w o u l d  seem t o  be i n  t h e  r e p r o d u c t i o n  o f  e a c h  d i s t o r t e d  
i m a g e  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  o r i g i n a l ,  t o g e t h e r  w i t h  
t h e  o u t p u t  o f  t h e  m o d e l .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  
h e r e .
The  p r e v i o u s  s e c t i o n  d i s c u s s e d  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  a 
s i m p l e  e y e  m o d e l  b a s e d  on t h e  k n o w l e d g e  o f  c e r t a i n  p a r a ­
m e t e r s  o f  t h e  HVS t o g e t h e r  w i t h  t h e  e f f e c t s  o f  m a t c h e d  
f i l t e r i n g .  Th e  b l o c k  d i a g r a m  o f  t h i s  m o d e l ,  as  i t  ha s  
a c t u a l l y  b e e n  i m p l e m e n t e d  on t h e  c o m p u t e r ,  i s  s h o w n  i n  
f i g . 4 . 1 4 .  T h e  p h y s i c a l  e f f e c t  o f  t h e  m o d e l  i s  t o  f o r m  
t h e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  o r i g i n a l  and  d i s t o r t e d  i m a g e s  as 
p e r c e i v e d  b y  a s y s t e m  w h o s e  e f f e c t  on e a c h  i m a g e  i s  
e q u i v a l e n t  t o  t h a t  o f  t h e  s i m p l i f i e d  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
t h e  HVS.  Th e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h i s  c o r r e l a t i o n  and  
t h e  e q u i v a l e n t  a u t o c o r r e l a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  i s  
t h e n  u s e d  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  v i s u a l  e f f e c t s  o f  t h e  
d i s t o r t i o n .
The o r i g i n a l  i m a g e  u s e d  f o r  t e s t i n g  t h e  m o d e l  i s  
s h o w n  i n  f i g . 4 .  1 5 a .  The a u t o c o r r e l a t i o n  o f  t h e  i m a g e  as 
c o m p u t e d  b y  t h e  m o d e l  ha s  a p e a k  v a l u e  o f  0 . 4 3 0 9 0 ,  w h i c h  
i s  u s e d  as  a n o r m a l i z a t i o n  v a l u e  o f  u n i t y  f o r  t h e  
r e m a i n i n g  c o r r e l a t i o n s .  A c r o s s - s e c t i o n a l  p l o t  t h r o u g h  
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i s  s h o wn  i n  f i g . 4 . 1 6 a .  The  a u t o c o r r e l a t i o n  s u r f a c e  i s  
o f  c o u r s e  s k e w - s y m m e t r i c ,  a n d  t h e  p l o t  o f  f i g . 4 . 16a i s  
t h e r e f o r e  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  c o r r e l a t i o n  p e a k .
T h i s  i m a g e  h a s  b e e n  s u b j e c t e d  t o  s e v e r a l  f o r m s  o f  
d i s t o r t i o n ,  and  t h e  r e s u l t i n g  i m a g e s  a r e  r e p r o d u c e d  h e r e  
t o g e t h e r  w i t h  p l o t s  o f  t h e i r  c o r r e l a t i o n  s u r f a c e s  f o r  
s u b j e c t i v e  a s s e s s m e n t  b y  t h e  r e a d e r .  The  p r e c i s e  
s c a l i n g  o f  t h e  MTF u s e d  as  an a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  c u r v e  
o f  f i g . 4 . 1 0  was  d e r i v e d  i n  s e c t i o n  4 . 3 . 2 .
F i g .  4j . 15b s h o w s  t h e  r e s u l t  o f  a d d i n g  w i d e b a n d  p s e u d o ­
r a n d o m  n o i s e  t o  t h e  i m a g e .  The  t o t a l  n o i s e  e n e r g y  was 
a d j u s t e d  t o  be e x a c t l y  255^ o f  t h e  i m a g e  e n e r g y .  The  
r e s u l t i n g  c o r r e l a t i o n  s u r f a c e  i s  s h o wn  i n  f i g . 4 . 16b and 
h a s  a p e a k  h e i g h t  o f  0 . 4 1 3 6 4 .  The  n o r m a l i z e d  d i f f e r e n c e  
i s  t h e r e f o r e  0 . 0 4 0 0 6 .  F i g . 4 . 15c  s h o w s  t h e  e f f e c t  o f  
a d d i n g  l o w - p a s s  f i l t e r e d  n o i s e  t o  t h e  i m a g e ,  w h e r e  t h e  
t o t a l  n o i s e  e n e r g y  i s  a g a i n  25%.  As e x p e c t e d ,  t h e  v i s u a l  
e f f e c t s  a r e  g e n e r a l l y  l e s s  n o t i c e a b l e ,  and  t h i s  i s  
r e f l e c t e d  i n  t h e  c o r r e l a t i o n  p e a k  ( f i g . 4 . 1 6 c )  w h i c h  
s h o w s  a r e d u c e d  d i s t a n c e  o f  0 . 0 2 5 3 0 .
T h e s e  t e s t s  w e r e  r e p e a t e d  w i t h  t h e  a d d i t i o n  o f  n o i s e  
o f  50% o f  t h e  i m a g e  e n e r g y ,  t h e s e  i m a g e s  b e i n g  s h o w n  i n  
f i g s . 4 . 1 5 d  and  e .  The  c o r r e l a t i o n  d i s t a n c e s  i n  t h i s  
i n s t a n c e  a r e ,  as  one  w o u l d  e x p e c t ,  s i g n i f i c a n t l y  g r e a t e r  
t h a n  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e s  -  a l t h o u g h  i t  i s  i n t e r e s t i n g  
t o  n o t e  t h a t  t h e  a p p a r e n t  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  a d d i t i o n  
o f  25% w i d e b a n d  n o i s e  a n d  50% l o w  f r e q u e n c y  n o i s e  i s  n o t
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g r e a t .  I t  i s  l e f t  t o  t h e  r e a d e r ' s  s u b j e c t i v e  o p i n i o n  
t o  d e t e r m i n e  t h e  d i f f e r e n c e  i n  q u a l i t y  b e t w e e n  t h e s e  
t w o  i m a g e s .
A n o t h e r  t e s t  w h i c h  was  c a r r i e d  o u t  c o n s i s t e d  o f  
q u a n t i z i n g  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  p r o g r e s s i v e l y  m o r e  
c o a r s e l y .  Th e  c a s e s  f o r  4 , 3 , 2  a n d  1 - b i t  q u a n t i z a t i o n  
w e r e  c o n s i d e r e d ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i m a g e s  b e i n g  r e p r o ­
d u c e d  i n  f i g s . 4 . 1 5 f  t o  i  r e s p e c t i v e l y .  I n  t h e s e  c a s e s ,  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o r r e l a t i o n  p e a k s  ( f i g s . 4 . 1 6 f  t o  i )  
a r e  a l l  g r e a t e r  t h a n  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n ;  t h i s  e f f e c t  i s  
du e  t o  t h e  s t r o n g  a c c e n t u a t i o n  o f  e d g e s  o c c u r r i n g  i n  t h e  
o r i g i n a l  i m a g e  g i v i n g  r i s e  t o  h i g h  f r e q u e n c y  e n e r g i e s  i n  
t h e  l o g  i m a g e  s p e c t r u m .  T h e s e  c o m p o n e n t s  a r e  h i g h l y  
n o t i c e a b l e  t o  t h e  e y e  and  a r e  c o r r e s p o n d i n g l y  h e a v i l y  
w e i g h t e d  b y  t h e  HVS m o d e l .  By  c o m p a r i s o n  t h e  a d d i t i o n  
o f  n o i s e ,  as i n  t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e s ,  w h i l s t  c o n t r i b u t i n g  
s i g n i f i c a n t l y  t o  f r e q u e n c i e s  i n  t h e  s e n s i t i v e  a r e a  o f  
t h e  HVS MTF,  r e s u l t s  i n  a r e d u c e d  c o r r e l a t i o n  ma x i mu m 
b e c a u s e  t h e  n o i s e ,  u n l i k e  q u a n t i z a t i o n  c o n t o u r s ,  i s  
t o t a l l y  u n c o r r e l a t e d  w i t h  t h e  i m a g e  s t a t i s t i c s .  A n o t h e r  
p o i n t  o f  s i g n i f i c a n t  i m p o r t a n c e  i s  t h a t  c h a n g e s  i n  t h e  
t o t a l  i m a g e  e n e r g y  w h i c h  a r e  b r o u g h t  a b o u t  b y  t h e s e  d i s ­
t o r t i o n s  h a v e  an i n s i g n i f i c a n t l y  s m a l l  e f f e c t  on t h e  
d e g r e e  o f  c o r r e l a t i o n  b o t h  b e c a u s e  o f  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  
l o w - f r e q u e n c i e s  by  t h e  HVS and  t h e  l o g a r i t h m i c  s p a t i a l  
t r a n s f o r m  i n h e r e n t  i n  t h e  a n a l y s i s .  A g a i n ,  t h e  r e a d e r  
m u s t  a s s e s s  t h e  v a r i a t i o n  i n  t h e  d e g r e e  o f  d i s t o r t i o n  
p r o d u c e d  by  q u a n t i z a t i o n  an d  c o m p a r e  t h i s  w i t h  t h e
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c o r r e l a t i o n s  l i s t e d  i n  t a b l e  4 . 1 .
F i n a l l y ,  t h e  e f f e c t s  o f  f i l t e r i n g  t h e  o r i g i n a l  i ma g e  
b y  t h e  HVS c h a r a c t e r i s t i c  a n d  a l s o  by  t h e  i n v e r s e  
c h a r a c t e r i s t i c  w e r e  e x a m i n e d .  T h e s e  i m a g e s  a r e  s h o w n  i n  
f i g s . 4 . 1 5 j  a n d  k ,  a n d  t h e  d e g r e e s  o f  c o r r e l a t i o n  r e s u l t i n g  
f r o m  t h e  p r o c e s s i n g  a r e  l i s t e d  i n  t h e  s u m m a r y  t a b l e  b e l o w .
TABLE 4 . 1
D i s t o r t i o n
None
25% e n e r g y  w i d e b a n d  n o i s e
25% g a u s s i o n  f i l t e r e d  l o w  
f r e q u e n c y  n o i s e
50% e n e r g y  w i d e b a n d  n o i s e
50% g a u s s i o n  f i l t e r e d  l o w  
f r e q u e n c y  n o i s e
4 - b i t  q u a n t i z a t i o n
3 - b i t  q u a n t i z a t i o n
2 - b i t  q u a n t i z a t i o n
1 - b i t  q u a n t i z a t i o n
HVS f i l t e r e d  i m a g e
I n v e r s e  HVS f i l t e r
C o r r e l a t i o n  
max i m um
0 . 4 3 0 9 0  
0 . 4 1 3 6 4
0 . 4 2 0 0 0  
0 . 4 0 2 2 9
0 . 4 0 8 4 3  
0 . 4 4 4 4 2  
0 . 4 7 4 5 8  
0 . 5 3 3 9 7  
0 . 6 0 3 3 5  
0 . 4 1 2 5 0  
0 . 3 8 5 4  1
N o r m a l i z e d
d i s t a n c e
0 . 0 0 0 0 0
0 . 0 4 0 0 6
0 .  0 2 5 3 0  
0 . 0 6 6 4 0
0 . 052  1 5 
0 . 0 3 1 3 8  
0 . 1 0 1 3 7  
0 . 2 3 9 2 0  
0 . 4 0 0 2 1  
0 . 0 4 2 7 0  
0 .  1 0 5 5 7
4 . 4  CONCLUSI ONS
T h e r e  i s  now c o n s i d e r a b l e  i n f o r m a t i o n  a v a i l a b l e  
r e l a t i n g  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  human e y e .  
R e s t r i c t i n g  t h e  c o n s i d e r a t i o n s  t o  s p a t i a l  i n t e r a c t i o n s
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a l c n n e  l e a d s  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  a r e l a t i v e l y  c r u d e  
m o d e l  o f  t h e s e  s p a t i a l  e f f e c t s  c a n  be c o n s t r u c t e d  u s i n g  
a n o n l i n e a r  f i l t e r  s i m i l a r  i n  c o n c e p t  t o  t h e  h o m o m o r p h i c  
f i l t e r .  The  e v i d e n c e  s u p p o r t i n g  t h i s  v i e w  h a s  b e e n  
a s s e s s e d  s p e c i f i c a l l y  w i t h  r e f e r e n c e  t o  c u r r e n t  p h y s i o ­
l o g i c a l  d a t a  a n d  t o  some o p t i c a l  i l l u s i o n s  r e l a t i n g  
p e r c e i v e d  i m a g e  i n t e n s i t i e s  t o  a c t u a l  i n t e n s i t i e s .  T h i s  
e v i d e n c e  l e a d s  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  f o r m  o f  f i l t e r ­
i n g  i m p l i c i t  i n  t h e  e y e  m o d e l  i s  b a n d p a s s  i n  n a t u r e .  The  
g e n e r a l  f o r m  o f  t h i s  m o d e l  h a s  b e e n  u s e d  p r e v i o u s l y ,  
p r i m a r i l y  t o  c o n s i d e r  i t s  e f f e c t  i n  s u p p r e s s i n g  o p t i c a l  
i l l u s i o n s .  A t t e m p t s  t o  f o r m u l a t e  an i m a g e  q u a l i t y  
a n a l y s i s  h a v e  r e v o l v e d  a b o u t  t h e  u s e  o f  mean s q u a r e  e r r o r  
m e a s u r e m e n t s  on i m a g e s  w e i g h t e d  b y  t h e  e y e  m o d e l .
A d i f f e r e n t  a p p r o a c h  h a s  b e e n  t a k e n  h e r e .  I t  
u t i l i s e s  t h e  c o n c e p t s  o f  t h e  m a t c h e d  f i l t e r  t o  c o n s t r u c t  
c o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  an o r i g i n a l  i m a g e  and  d i s t o r t e d  
i n a g e s  as  v i e w e d  by  a s y s t e m  w h i c h  p e r c e i v e s  t h e s e  
d i f f e r e n c e s  i n  a m a n n e r  s i m i l a r  t o  t h e  e y e .  The  s y s t e m  
i s  p a r t i c u l a r l y  s i m p l e  t o  i m p l e m e n t  i n  t h e  f r e q u e n c y  
d o m a i n ,  and  c o n s e q u e n t l y  u s e s  a c c u r a t e  t w o - d i m e n s i o n a l  
F o u r i e r  t r a n s f o r m s .
Some e x a m p l e s  o f  t h e  o u t p u t  o f  t h i s  s y s t e m  h a v e  been  
c i t e d  f o r  t h e  c a s e s  o f  a d d i t i o n  o f  t w o  t y p e s  o f  n o i s e  t o  
t he o r i g i n a l  i m a g e  and  q u a n t i z a t i o n  o f  v a r y i n g  c o a r s e n e s s .  
A l t h o u g h  t h e  r a n g e  o f  e x a m p l e s  i s  s e v e r e l y  l i m i t e d ,  i t  
c l e a r  t h a t  d i s c r e p a n c i e s  e x i s t  b e t w e e n  t h e  o b s e r v e d
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d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e s e  i m a g e s  and  t h e  r e s u l t s  f r o m  
t h e  m o d e l .  I t  i s  d i f f i c u l t  t o  a s s e s s  t h e s e  d i f f e r e n c e s  
o b j e c t i v e l y  as  an i n d i v i d u a l  and  a w i d e  c o n s e n s u s  o f  
o p i n i o n  i s  r e q u i r e d .
Some a s p e c t s  o f  t h e  r e s u l t s  r e m a i n  p u z z l i n g  and 
r e q u i r e  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  m e a s u r e ­
m e n t  p a r a m e t e r  u s e d  h a s  b e e n  t h e  p e a k  v a l u e  o f  t h e  
c o r r e l a t i o n ,  a l t h o u g h  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h i s  p a r a ­
m e t e r  an d  o t h e r s  s u c h  as  t h e  a v e r a g e  b a c k g r o u n d  l e v e l  i n  
t h e  c o r r e l a t i o n ,  t h e  w i d t h  o f  t h e  p e a k ,  t h e  p r e c i s e  
r e l a t i o n  b e t w e e n  v a r i a t i o n  o f  t o t a l  i m a g e  e n e r g y  and  i t s  
e f f e c t  on t h e  c o r r e l a t i o n  e t c .  h a v e  n o t  b e e n  i n v e s t i g a t e d .
N e v e r t h e l e s s ,  t h e  r e s u l t s  p r o d u c e d  b y  t h e  m o d e l ,  
a l t h o u g h  v e r y  much  a f i r s t  a t t e m p t  a t  a s o l u t i o n ,  do 
s h o w t r e n d s  w h i c h  e q u a t e  t o  t h e  p e r c e i v e d  v a r i a t i o n s  i n  
q u a l i t y  o f  t h e  s m a l l  n u m b e r  o f  d i s t o r t e d  i m a g e s  p r o v i d e d  
h e r e .  A l t h o u g h  mo r e  w o r k  i s  r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  
t r u e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h i s  m o d e l ,  i t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  
t h e  a p p r o a c h  d o e s  m e r i t  f u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n .
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C H A P T E R  5
SI DE SCAN SONAR A P P L I C A T I ON S
5 . 1  I N T R O D U C T I O N
F i l t e r i n g  and  e n h a n c e m e n t  t e c h n i q u e s  b a s e d  on t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a l g o r i t h m  d e v e l ­
o p e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s  f o r m  t h e  b a s i s  o f  a m i n i ­
c o m p u t e r  o r i e n t e d  i m a g e  p r o c e s s i n g  s y s t e m .  When c o m b i n e d  
w i t h  a r a t i o n a l  s c h e me  f o r  t h e  o u t p u t  o f  d i g i t a l  i m a g e s  
i n  a r a n g e  o f  d i f f e r e n t  f o r m a t s ,  t h i s  s y s t e m  i s  c a p a b l e  
o f  p r a c t i c a l  u s e  p r o v i d e d  i t s  s h o r t c o m i n g s ,  as r e l a t e d  
i n  p r e v i o u s  c h a p t e r s ,  a r e  r e m e m b e r e d .  One a r e a  o f  r e ­
s e a r c h  w h e r e  d a t a  was  r e a d i l y  a v a i l a b l e  and  w h i c h  
a p p e a r e d  t o  be an i n t e r e s t i n g  a p p l i c a t i o n  f o r  e n h a n c e ­
men t  and  d e t e c t i o n  s c h e m e s  b a s e d  on t h e  2DFFT i s  t h a t  o f  
s c n a r  m a p p i n g  o f  t h e  s e a - b e d .  S i d e  s c a n  s o n a r  s u r v e y s  
i n  p a r t i c u l a r  r e t u r n  t w o - d i m e n s i o n a l  i m a g e s  o f  a r e a s  o f  
s e a - b e d  i n  a f o r m  r e a d y  f o r  i m m e d i a t e  u s e  b y  i m a g e  p r o ­
c e s s i n g  s y s t e m s .
W h i l s t  e f f o r t s  a r e  b e i n g  made t o  a u t o m a t e  t h e  
t e x t u r a l  a n a l y s i s  o f  s o n a r  r e c o r d s ,  t h e r e  h a s  b e e n  l i t t l e  
e f f o r t  d i r e c t e d  t o w a r d s  t h e  e n h a n c e m e n t  o f  f e a t u r e s  o f  
s p e c i f i c  i n t e r e s t  u s i n g  t w o - d i m e n s i o n a l  f i l t e r i n g  t e c h ­
n i q u e s .  S i n c e  t h e  e n d - p r o d u c t  o f  much  o f  t h e  s o n a r  
i m a g e r y  i s  v i s u a l  o b s e r v a t i o n ,  d i g i t a l  p r o c e s s i n g  a i m e d  
a t  e n h a n c e m e n t  and  p r e s e n t a t i o n  o f  a l t e r n a t i v e  d i s p l a y s  
wc u l d  seem w o r t h w h i l e .
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The  f i r s t  s e c t i o n  o f  t h i s  c h a p t e r  c o n t a i n s  a b r i e f  
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s o n a r  s y s t e m  w h i c h  p r o v i d e s  t h e  o r i g ­
i n a l  d a t a ,  w i t h  r e f e r e n c e  t o  t h o s e  p a r a m e t e r s  w h i c h  a r e  
r e l e v a n t  t o  s u b s e q u e n t  p r o c e s s i n g .  I n  t h e  s e c o n d  s e c t i o n ,  
e x a m p l e s  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s e v e r a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  
t e c h n i q u e s  t o  s i d e  s c a n  s o n a r  r e c o r d s  a r e  i l l u s t r a t e d .  
U n d o u b t e d l y  t h e r e  a r e  o t h e r  a s p e c t s  o f  s o n a r  p r o c e s s i n g  
w h i c h  a r e  o f  g r e a t  i n t e r e s t  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  g e n e r a l  
t y p e  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  p r o c e s s i n g  p r e s e n t e d  h e r e .  Some 
e x a m p l e s  o f  o t h e r  t e c h n i q u e s  u s e d  f o r  s o n a r  p r o c e s s i n g  
a r e  g i v e n  i n  r e f . 1 2 2 .  I t  i s  a l s o  b e l i e v e d  t h a t  t h e r e  i s  
r o o m  f o r  f u r t h e r  r e s e a r c h  u s i n g  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s ­
f o r m  p r o c e s s i n g ,  as an e x t e n s i o n  o f  t h e  t y p e  o f  w o r k  
u n d e r t a k e n  h e r e .
5 . 2  THE NATURE OF SONAR I MAGERY
I t  i s  n o t  i n t e n d e d  h e r e  t o  d w e l l  on t h e  e x a c t  p a r a ­
m e t e r s  o f  t h e  c o m p l e t e  s i d e  s c a n  s o n a r  s y s t e m  w h i c h  
a c q u i r e s  t h e  d a t a  d i s p l a y e d  l a t e r .  M o s t  o f  t h e s e  a r e  n o t  
i m p o r t a n t  f r o m  t h e  v i e w p o i n t  o f  s u b s e q u e n t  d i g i t a l  p r o ­
c e s s i n g  and  f u l l  i n f o r m a t i o n  i s  a v a i l a b l e  i n  p r e v i o u s  
p u b l i c a t i o n s  ( 1 2 3 , 1 2 4 ) .  H o w e v e r ,  a b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  
t h e  way  i n  w h i c h  t h e  d a t a  i s  c o l l e c t e d  i s  a u s e f u l  a i d  
i n  v i s u a l i s i n g  t h e  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  r e c o r d s  
a n d  t o g e t h e r  w i t h  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  r e c o r d e d  s i g n a l  
i s  s u f f i c i e n t  i n f o r m a t i o n  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  f u r t h e r  
p r o c e s s i n g .
D u r i n g  a s o n a r  s u r v e y ,  t h e  s u r v e y  s h i p  s t e a m s  i n
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r u n s  o f  an ( a p p r o x i m a t e l y . ' )  s t r a i g h t  c o u r s e  a t  a s t e a d y  
s p e e d .  F i x e s  a r e  made f r o m  t i m e  t o  t i m e  t o  d e t e r m i n e  t h e  
t r u e  p o s i t i o n  o f  t h e  s h i p .  N a t u r a l l y ,  t h e  e f f e c t s  o f  
w i n d  a n d  c u r r e n t s  e n s u r e  t h a t  t h e  c o u r s e  i s  n o t  s t r a i g h t ,  
so  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  i m a g e  c o n s i s t s  o f  z i g z a g  s t r i p s  
b e t w e e n  e a c h  f i x .  W h i l s t  t h e  s h i p  s t e a m s  a l o n g ,  t h e  s o n a r  
t r a n s m i t t e r  s e n d s  s h o r t  p u l s e s  a t  u l t r a s o n i c  f r e q u e n c y  
b e l o w  a n d  t o  o n e  s i d e  o f  t h e  s h i p  i n  a f a n - s h a p e d  b e a m.
Th e  beam w i d t h  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  s h i p ' s  t r a c k  i s  r e l a t ­
i v e l y  n a r r o w ,  a c h i e v e d  b y  t r a n s d u c e r  p h a s i n g ,  so  t h a t  
e a c h  p r o b e  r e a c h e s  o n l y  a n a r r o w  s t r i p  o f  s e a - b e d ,  b u t  
e x t e n d i n g  f r o m  b e l o w  t h e  s h i p  o u t w a r d s .  The  g e n e r a l  c o n ­
f i g u r a t i o n  i s  s h o w n  i n  f i g . 5 . 1 .  The  c o m p l e t e  s y s t e m  
o p e r a t e s  i n  a f a s h i o n  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  s i d e w a y s  l o o k i n g  
a i r b o r n e  r a d a r .
I n  t h e  s y s t e m  u s e d  h e r e ,  a p u l s e  o f  1ms w i t h  a 
c a r r i e r  f r e q u e n c y  o f  48 kHz  i s  t r a n s m i t t e d  o n c e  e v e r y  
s e c o n d .  D u r i n g  t h e  r e m a i n i n g  t i m e ,  t h e  r e c e i v e r  a c c e p t s  
r e t u r n i n g  s i g n a l s  r e f l e c t e d  f r o m  t h e  s e a - b e d .  To a f i r s t  
a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  t i m e  a t  w h i c h  a n y  o n e  r e f l e c t i o n  i s  
r e c e i v e d  d e t e r m i n e s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  s h i p ,  o f  t h e  
p o i n t  on t h e  s e a - b e d  ( o r  f l o a t i n g  i n  t h e  s e a . ' )  g i v i n g  
r i s e  t o  t h a t  r e f l e c t i o n .  C l e a r l y ,  a g e o m e t r i c  r a n g e  
d i s t o r t i o n  w i l l  a l s o  be p r e s e n t  d u e  t o  t h e  d e p t h  o f  w a t e r  
b e l o w  t h e  s h i p .  T h i s  i s  n o t  s l e v e r e  i n  s h a l l o w  w a t e r  wher e 
t h e  s o n a r  s y s t e m  i s  m o s t  e f f e c t i v e  a n y w a y .




main lobe 36** to 3dB.
FIG, 5,1 : Conf igurat ion of side - scanning sonar
Ov.
(nominal system bandwidth 2kHz)
\ second
FIG. 5.2 : Characteristics of  typical sonar  signal
as stored on FM. tape.
i n t e r p r e t a t i o n  o f  s i d e  s c a n  s o n a r  r e c o r d s  s h o u l d  be made 
a p p a r e n t  a t  t h i s  p o i n t .  B e c a u s e  o f  t h e  h u m a n ' s  f a m i l i a r ­
i t y  w i t h  r e f l e c t a n c e s  o f  s u r f a c e s  i n  t h e  v i s i b l e  s p e c t r u m ,  
i t  i s  n a t u r a l  f o r  h i m t o  e q u a t e  f e a t u r e s  o f  d i f f e r e n t  
i n t e n s i t i e s  i n  i m a g e s  t o  o b j e c t s  w h e r e  s t r u c t u r e  w o u l d  
p r o d u c e  s u c h  v a r i a t i o n s  i n  v i s i b l e  r a d i a t i o n .  H o w e v e r ,  
t h e  i l l u m i n a t i n g  s i g n a l  i n  t h i s  c a s e  i s  s o u n d  r a d i a t i o n  
a t  48 kHz i n  s e a  w a t e r .  The  e f f e c t  o f  t h e  s e a - b e d  on 
t h i s  r a d i a t i o n  s h o u l d  be e x p e c t e d  t o  be v e r y  d i f f e r e n t  
f r o m  i t s  e f f e c t  on l i g h t  and  t h i s  i s  t h e  c a s e .  Th e  m a g n i ­
t u d e  o f  r e f l e c t e d  o r  b a c k - s c a t t e r e d  s o u n d  f r o m  a p a r t i c ­
u l a r  p o i n t  d o e s  n o t  d e p e n d  s i m p l y  on t o p o l o g i c a l  f a c t o r s  
l i k e  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  t o  t h e  s o u n d  s o u r c e ,  
as  one  i s  t e m p t e d  t o  a s s u m e  when  o b s e r v i n g  t h e  p h o t o ­
g r a p h i c  r e c o r d s .  I n s t e a d ,  i t  i s  a c o m p l e x  f u n c t i o n  o f  
many  g e o l o g i c a l  f a c t o r s  s u c h  as  t h e  d e n s i t y ,  g r a n u l a r i t y  
and  p o r o s i t y  o f  t h e  m a t e r i a l .  F o r  e x a m p l e ,  an o b s e r v a b l e  
c h a n g e  i n  a s o n a r  r e c o r d  may o c c u r  w h e r e  a c h a n g e  f r o m ,  
s a y ,  s a n d  t o  mud o r  r o c k  o c c u r s  e v e n  when  t h e  s u r f a c e  
r e m a i n s  f l a t  t h r o u g h  t h e  c h a n g e .
I n  many  w a y s  t h i s  i s  a d v a n t a g e o u s  s i n c e  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  c h a r t  g e o l o g i c a l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  s e a - b e d  
i n  a d d i t i o n  t o  i t s  a c t u a l  s h a p e .  H o w e v e r ,  t h e  d e g r e e  o f  
t r a i n i n g  and  s k i l l  r e q u i r e d  o f  a n a l y s t s  who l o o k  a t  t h e  
i m a g e s  and  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  g e o l o g i c a l  and  g e o g r a p h ­
i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s e a - b e d  t o  w h i c h  t h e  i m a g e s  r e l a t e  
i s  n o t  s m a l l .  One p o s s i b l e  a i d  t o  t h e  a n a l y s i s  i s  t o  
a u t o m a t e  t h e  d i f f e r e n t a t i o n  b e t w e e n  s u r f a c e  t e x t u r a l
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p r o p e r t i e s  as  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d .  C l a s s i c a l  p a t t e r n  
r e c o g n i t i o n  t e c h n i q u e s  a r e  o f  p r i m e  i m p o r t a n c e  h e r e .  
A n o t h e r  a i d  i s  t o  e n h a n c e  o r  s e l e c t  a r e a s  o f  i n t e r e s t  
b e f o r e  v i s u a l  a n a l y s i s  by  a n a l o g u e  o r  d i g i t a l  p r o c e s s i n g .  
I t  i s  t h i s  l a s t  a l t e r n a t i v e  w i t h  w h i c h  we a r e  c o n c e r n e d  
h e r e .
T he  r e f l e c t e d  s i g n a l  i s  r e c e i v e d  and  t r a n s f e r r e d  i n  
a n a l o g u e  f o r m ,  t o  m a g n e t i c  t a p e .  P r e s e r v a t i o n  o f  l o w  
f r e q u e n c y  c o n t e n t  i s  a c h i e v e d  b y  r e c o r d i n g  a s i g n a l  w h i c h  
i s  f r e q u e n c y  m o d u l a t e d  by  t h e  i n c o m i n g  s o n a r  s i g n a l .
T h i s  s i g n a l  i s  s u b s e q u e n t l y  d e m o d u l a t e d  d u r i n g  p l a y b a c k ,  
p r o v i d i n g  t h e  t w i n  a d v a n t a g e s  o f  d . c .  l e v e l  r e c o r d i n g  
and  p l a y b a c k  a t  h i g h  q u a l i t y  o v e r  a w i d e  r a n g e  o f  t a p e  
s p e e d s .  The  t a p e  r e c o r d e r s  u s e d  a r e  o f  v e r y  h i g h  q u a l i t y ,  
e n s u r i n g  a c o n s i s t e n t  r e c o r d i n g  and p l a y b a c k  s p e e d .  The
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  r e c o r d e d  s i g n a l  a r e  s h o wn  i n  
f i g . 5 . 2 .  The  f o r m a t  o f  a n e g a t i v e  s y n c h r o n i s a t i o n  p u l s e  
a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  e a c h  l i n e  c o m b i n e d  w i t h  p o s i t i v e  
s i g n a l  a l l o w s  s a m p l i n g  o f  t h e  s i g n a l  t o  be c a r r i e d  o u t  
d i r e c t l y .  The  c o m p u t e r  m e r e l y  s e n s e s  t h e  t r a i l i n g  e d g e  
o f  t h e  s y n c ,  p u l s e ,  and  c o m m e n c e s  s a m p l i n g  a t  a p r e ­
a r r a n g e d  c l o c k - c o n t r o l l e d  r a t e .  B e c a u s e  t h e  p l a y b a c k  
s p e e d  i s  a c c u r a t e l y  c o n t r o l l e d ,  t h e  s p a t i a l  r e g i s t r a t i o n  
o f  s a m p l e s  on s u c c e s s i v e  l i n e s  i s  a l s o  a c c u r a t e .  The 
i m p o r t a n t  p a r a m e t e r s  o f  t h e  r e c o r d e d  s i g n a l  a r e  a n o m i n a l  
b a n d w i d t h  o f  2 kHz  and  a d y n a m i c  r a n g e  o f  a p p r o x i m a t e l y  
50 d B I n  p r a c t i c e ,  t h e  s i g n a l  a p p e a r s  t o  c o n t a i n  f r e ­
q u e n c i e s  n e a r  2 kHz  v e r y  r a r e l y ,  i f  a t  a l l ,  an d  t h e  2 k H z
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r e f e r r e d  t o  h e r e  i s  t h e  b a n d w i d t h  o f  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m ,  
i n c l u d i n g  t a p e  r e c o r d e r ,  u s e d  t o  a c q u i r e  t h e  d a t a .
D i g i t a l  p r o c e s s i n g ,  t h e r e f o r e ,  i s  i n i t i a t e d  b y  t h e  
c o m p u t e r  s a m p l i n g  l i n e s  o f  s o n a r  d a t a  u n d e r  c o n t r o l  o f  
t h e  s y n c ,  p u l s e s  and  a p r o g r a m m a b l e  r e a l - t i m e  c l o c k .  The  
s a m p l e d  d a t a  i s  s t o r e d  on m a g n e t i c  t a p e  o r  d i s k  f o r  s u b ­
s e q u e n t  p r o c e s s i n g .  B e a r i n g  i n  m i n d  t h e  n o m i n a l  s y s t e m  
b a n d w i d t h ,  i n i t i a l  s a m p l i n g  r a t e s  o f  4 kHz may be  r e ­
q u i r e d .  One o f  t h e  f i r s t  o b j e c t i v e s  i s  t h e r e f o r e  t o  
d e t e r m i n e  a s u i t a b l e  s a m p l i n g  r a t e  f o r  t h e  s o n a r  d a t a .  
T h i s  i s  o n e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  2DFFT and  i s  d e s c r i b e d  i n  
t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n .
5 . 3  D I G I T A L  PROCESSI NG OF S I DE  SCAN SONAR RECORDS
W i t h  s a m p l e d  s o n a r  d a t a  s u c c e s s f u l l y  s t o r e d  on d i s k  
s e v e r a l  p o s s i b l e  i m a g e  p r o c e s s i n g  t e c h n i q u e s  w e r e  c a r r i e d  
o u t  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  e n h a n c e m e n t  and  a n a l y s i s .  The 
f i r s t  p e r t i n e n t  q u e s t i o n  t o  be  a s k e d  i s  w h a t  i s  t h e  
a c t u a l  b a n d w i d t h  o f  t h e  s t o r e d  s o n a r  d a t a .  I d e a l l y ,  t h e  
o b j e c t i v e  i s  t o  d e t e r m i n e  on a p p r o x i m a t e  b o u n d  on t h e  
s a m p l i n g  r a t e  n e c e s s a r y  t o  a c c u r a t e l y  c h a r a c t e r i s e  
s e c t i o n s  o f  t h e  s o n a r  d a t a ,  w i t h  t h e  p r i o r  k n o w l e d g e  t h a t  
t h e  ma x i mu m p o s s i b l e  s i g n a l  b a n d w i d t h  i s  2 k H z .  I n  o r d e r  
t o  d e t e r m i n e  an u p p e r  l i m i t  t o  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  
s o n a r  i m a g e s  w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  t h e  s y s t e m  t h a t  p r o ­
duc ed  t h e m ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  a n a l y s e  t h e  a n a l o g u e  d a t a  
i t s e l f .  Two p o s s i b l e  m e t h o d s  u s i n g  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r
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p r e s e n t  t h e m s e l v e s .  F i r s t l y ,  t h e  p o w e r  s p e c t r a  o f  
i n d i v i d u a l  l i n e s  c o u l d  be c o m p u t e d  and  e x a m i n e d  f o r  h i g h -  
f r e q u e n c y  c o n t e n t .  S e c o n d l y ,  a c o m p l e t e  r e c o r d  c o u l d  be 
a n a l y s e d  b y  c o m p u t i n g  and  d i s p l a y i n g  i t s  p o w e r  s p e c t r u m .  
B o t h  m e t h o d s  w e r e  t r i e d  i n  p r a c t i c e .
R e s u l t s  f r o m  o n e - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  a n a l y s i s  o f  
l i n e s  o f  t h e  s o n a r  d a t a  w e r e  n o t  e n t i r e l y  s a t i s f a c t o r y  f o r  
t w o  r e a s o n s .  F i r s t l y ,  i t  p r o v e d  d i f f i c u l t  t o  d e t e r m i n e  
w h a t  p r o p o r t i o n  o f  h i g h - f r e q u e n c y  c o n t e n t  was  a t t r i b u t ­
a b l e  t o  a l i a s  e r r o r s  by  c o m p a r i s o n  w i t h  g e n u i n e  h i g h  
f r e q u e n c y  i n f o r m a t i o n  and  s e c o n d l y ,  t h e  s p e c t r a  g a v e  no 
i n d i c a t i o n  o f  t h e  a d e q u a c y  o f  s a m p l i n g  i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  s h i p ' s  t r a c k ,  t h i s  b e i n g  a f u n c t i o n  o f  p u l s e  r e p e ­
t i t i o n  r a t e  and  s h i p ' s  s p e d d .  H o w e v e r ,  t h e  t w o - d i m e n s ­
i o n a l  p o w e r  s p e c t r u m  o f  an a r e a  o f  s o n a r  r e c o r d  p r o v i d e s  
an a d d i t i o n a l  d e g r e e  o f  f r e e d o m  i n  v i s u a l i s i n g  t h e  a m o u n t  
o f  u n d e r s a m p l i n g  o r  o v e r s a m p l i n g  p r e s e n t .  I n  p a r t i c u l a r  
t h e  d e t e c t i o n  o f  a l i a s  e r r o r  i s  made v e r y  s i m p l e  w h e r e  
s i g n i f i c a n t  f e a t u r e s  e x i s t  i n  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  a t  an 
a n g l e  t o  t h e  t r a n s f o r m  a x e s .  U n d e r  s u c h  c o n d i t i o n s ,  
a l i a s i n g  m a n i f e s t s  i t s e l f  b y  a s m o o t h  m e r g i n g  o f  t h e  p r e ­
d o m i n a n t  f r e q u e n c y  a r e a s ,  a t  one  e d g e  o f  t h e  p o w e r  
s p e c t r u m  i n t o  t h e i r  s k e w - s y m m e t r i c  c o u n t e r p a r t s  a t  t h e  
o p p o s i n g  e d g e ,  g i v i n g  r i s e  t o  a v e r y  d i s t i n c t i v e  ' C a t h e r ­
i n e  w h e e l '  e f f e c t .  T h i s  e f f e c t  c a n  be c l e a r l y  s e e n  i n  
f i g . 5 . 3a w h i c h  s h o w s  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  o f  an a r e a  o f  
s o n a r  r e c o r d  s a m p l e d  by  a 2 5 6 x 2 5 6  g r i d .  The  same a r e a  
s a m p l e d  a t  t w i c e  t h e  r a t e  g i v e s  r i s e  t o  a p o w e r  s p e c t r u m
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i l l u s t r a t e d  i n  f i g . 5 . 3 b ,  w h e r e  a l l  s p e c t r a l  c o m p o n e n t s  
a r e  c o n t a i n e d  w e l l  w i t h i n  t h e  c o m p l e t e  f r e q u e n c y  
p l a n e .
Su c h  an a n a l y s i s  p r o v i d e s  an e f f i c i e n t  me a n s  o f  
d e t e c t i n g  u n d e r s a m p l i n g  b u t  t h e  a c t u a l  q u a n t i t a t i v e  
a n a l y s i s  o f  t h e  a m o u n t  o f  u n d e r -  o r  o v e r s a m p l i n g  i s  n o t  
p o s s i b l e  f r o m  t h e  d i s p l a y  i t s e l f .  H o w e v e r ,  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  p o w e r  s p e c t r u m  d o e s  g i v e  a c o l l e c t i v e  
a s s e s s m e n t  o f  a l l  f r e q u e n c i e s  p r e s e n t  i n  a d i r e c t i o n  
p a r a l l e l  t o  a l i n e  d r a w n  a t  a n y  a r b i t r a r y  a n g l e  i n  t h e  
o r i g i n a l  i m a g e .  T h u s  t h e  d i r e c t i o n  o f  h i g h e s t  f r e q u e n ­
c i e s  i n  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  s h o w s  up w e l l  i n  i t s  s p e c t r u m ,  
F u r t h e r m o r e ,  a g o o d  c o l l e c t i v e  q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e  o f  
s p e c t r a l  e n e r g i e s  p r e s e n t  may  be  made by  p l o t t i n g  t h e  
s p e c t r a l  s u r f a c e  a t  a n y  d e s i r e d  i n c l i n a t i o n  t o  t h e  
f r e q u e n c y  a x e s .  F i g s . 5 . 3c and  d s ho w t h e  s p e c t r a l  
e n e r g i e s  p r e s e n t  i n  t h e  v e r t i c a l  and  h o r i z o n t a l  d i r e c t ­
i o n s  i n  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  o f  f i g . 5 . 3a f o r  e x a m p l e .  A
f u r t h e r  o v e r a l l  v i e w  o f  t h e  e n e r g y  c o n t e n t  c a n  be 
p l o t t e d  b y  s u m m i n g  t h e  m a g n i t u d e s  o f  a l l  f r e q u e n c y  
s a m p l e s  o c c u r r i n g  i n  a s e t  o f  a n n u l a r  r i n g s  c e n t r e d  on
z e r o  s p a t i a l  f r e q u e n c y .  T h i s  g i v e s  an a v e r a g e  s p e c t r a l  
r a d i a l  p r o f i l e  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  
f a r  m o r e  o r i g i n a l  i n f o r m a t i o n  t h a n  p r o v i d e d  b y  o n e ­
d i m e n s i o n a l  s p e c t r a l  a n a l y s i s .  A o n e - d i m e n s i o n a l  s p e c ­
t r a l  p r o f i l e  f o r m e d  by  t h i s  m e t h o d  i s  s h o w n  i n  f i g . 5 . 3 e .
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T he  m e a s u r e s  o u t l i n e d  a b o v e  do seem t o  p r o v i d e  a 
s a t i s f a c t o r y  a s s e s s m e n t  o f  t h e  r e l a t i v e  m a g n i t u d e s  o f  
f r e q u e n c i e s  p r e s e n t  i n  t h e  s o n a r  d a t a .  A p p l i e d  t o  a 
much  l a r g e r  r a n g e  o f  s o n a r  r e c o r d s ,  an o p t i m u m  b a n d ­
w i d t h  f o r  t h e  s o n a r  s y s t e m  as  a w h o l e  c o u l d  be 
d e t e r m i n e d .  H o w e v e r ,  t h e  o b j e c t  o f  t h i s  e x e r c i s e  was  
t o  d e t e r m i n e  an a p p r o x i m a t e  s a m p l i n g  r a t e  f o r  a d e q u a t e  
p h o t o g r a p h i c  q u a l i t y ,  f o r  t h e  r e c o r d  i n v e s t i g a t e d .
The  F o u r i e r  t r a n s f o r m  may a l s o  be u s e d  as  a me ans  
o f  c o m p u t i n g  t w o - d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n  s u r f a c e s ,  as 
d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  t h r e e .  One a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  i s  
i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  d e g r e e  o f  s h i f t  b e t w e e n  t w o  
s o n a r  r e c o r d s  o f  o v e r l a p p i n g  a r e a s .  The  f i r s t  r e c o r d  i s  
t r a n s f o r m e d  t o  g i v e  i t s  c o r r e s p o n d i n g  c o m p l e x  s p a t i a l  
f r e q u e n c y  m a t r i x  a n d  t h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e  i s  t a k e n ,  
f o r m i n g  a m a t c h e d  f i l t e r  s p e c t r a l  t e m p l a t e .  When m u l t i ­
p l i e d  by  t h e  o r i g i n a l  s p e c t r u m ,  t h e  r e s u l t  e n a b l e s  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  a u t o c o r r e l a t i o n  o f  t h e  a r e a  o f  s o n a r  t o  
be c o m p u t e d ;  t h i s  w i l l  h a v e  a p e a k  a t  t h e  c o o r d i n a t e s  
x = 0 ,  y = 0 .  I f  t h e  t e m p l a t e  i s  m u l t i p l i e d  by  t h e  s p e c t r u m
o f  a s h i f t e d  a r e a  o f  s o n a r ,  t h e  c o r r e l a t i o n  p e a k  w i l l  be 
s h i f t e d  b y  an e q u i v a l e n t  a m o u n t .  The  o v e r l a p p i n g  a r e a  
n e e d  n o t  be l a r g e ,  s i n c e  a r e l a t i v e l y  s m a l l  common a r e a  
w i l l  r e s u l t  i n  a s i g n i f i c a n t  p e a k  w h e r e  t h e  m a t c h  o c c u r s .
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i n  t h e  c a s e  o f  t h e  e n e r g y  m a t c h e d  f i l t e r .  F i g s . 5 . 4 a  
an d  b s h o w c o r r e l a t i o n  p l a n e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  z e r o  
s h i f t  ( t h e  a u t o c o r r e l a t i o n )  and  a s h i f t  o f  o n e  q u a r t e r  
o f  t h e  r e c o r d  w i d t h  v e r t i c a l l y .
An o r i g i n a l  a r e a  o f  s o n a r  r e c o r d  w h i c h  h a s  b e e n  
d i g i t i s e d  and  o u t p u t  i s  s h o w n  i n  f i g . 5 . 5 .  W h i l s t  c e r t a i n  
f e a t u r e s  p r e d o m i n a t e ,  e s p e c i a l l y  t h e  o b l i q u e  b a r s ,  i t  i s  
e v i d e n t  t h a t  o t h e r  i n f o r m a t i o n ,  p r o b a b l y  c o n n e c t e d  w i t h  
t h e  g e o l o g i c a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  s e a - b e d  i s  a l s o  p r e s e n t ,  
b u t  a t  much  l o w e r  i n t e n s i t i e s .  One p o s s i b l e  me a n s  o f  
a c c e n t u a t i n g  t h i s  d e t a i l  i s  b y  u s e  o f  a s u i t a b l e  n o n ­
l i n e a r  w e i g h t i n g  t o  r e d u c e  t h e  d y n a m i c  r a n g e  o f  t h e  
i m a g e ,  s u c h  as  a l o g a r i t h m i c  c o m p r e s s i o n  i s  s h o w n  on 
f i g . 5 . 6 . The  l o w - i n t e n s i t y  i n f o r m a t i o n  i s  now much 
m o r e  a p p a r e n t  b u t  a t  t h e  e x p e n s e  o f  d e t a i l  i n  t h e  h i g h  
i n t e n s i t y  f e a t u r e s .
The  p r o b l e m  o f  r a n g e  c o m p r e s s i o n  c a n  be p a r t l y  
o v e r c o m e  by  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  
f i l t e r i n g  w i t h  c h a r a c t e r i s t i c s  d e s i g n e d  t o  a c c e n t u a t e  t h e  
l o w  l e v e l  i n f o r m a t i o n  w h i c h  i s  n o t e d  t o  be h i g h  f r e q u e n c y  
i n  n a t u r e .  I n  f i g . 5 . 7 ,  t h e  same o r i g i n a l  r e c o r d  ( a )  h a s  
b e e n  f i l t e r e d  u s i n g  i s o t r o p i c  f i l t e r s  and  t h e  2DFFT a l g o ­
r i t h m .  S e v e r a l  d i f f e r e n t  r a d i a l  p r o f i l e s  h a v e  b e e n  u s e d .  
F i g . 5 . 7b i s  a h i g h  p a s s  f i l t e r e d  i m a g e  u s i n g  a z e r o - o n e  
f i l t e r ,  5 . 7 c u s e s  t h e  same f i l t e r  w i t h  a h i g h e r  t r a n s i t i o n
2 0 0











f r e q u e n c y ,  w h i l s t  d and  e s h ow t h e  e f f e c t s  o f  l i n e a r  
f i l t e r s ,  a l i n e a r  r a mp  and  a l o g a r i t h m i c  c u r v e  r e s p e c t ­
i v e l y ,  e a c h  w i t h  a d . c .  g a i n  o f  G. 5  and  a h i g h - f r e q u e n c y  
g a i n  o f  2 . 0 .  f i g . 5 . 7 f  s h o w s  t h e  e f f e c t  o f  a b a n d - p a s s  
f i l t e r  s e l e c t i n g  t h e  m i d - r a n g e  f r e q u e n c i e s  o n l y ,  w i t h  a 
p a s s  b a n d  g a i n  o f  2 . 0  and  s t o p  b a n d  g a i n s  o f  0 . 5 .  The 
e f f e c t s  o f  e a c h  t y p e  o f  f i l t e r  i n  t h e  g r a n u l a r i t y  o f  t h e  
i m a g e  cam be c l e a r l y  s e e n .  W h e t h e r  t h i s  i s  o f  us e  t o  
e x p e r i e n c e d  s o n a r  a n a l y s t s  r e m a i n s  t o  be s e e n  b u t  t h e r e  
i s  a m p l e  s c o p e  f o r  f u r t h e r  w o r k  on s o n a r  r e c o r d s  u s i n g  
t w o - d i m e n s i o n a l  f i l t e r i n g  t e c h n i q u e s .
The m o s t  s a t i s f a c t o r y  f o r m  o f  d y n a m i c  r a n g e  c o m­
p r e s s i o n  o f  s o n a r  d a t a  w o u l d  be one  w h i c h  r e t a i n s  o r  
e v e n  e n h a n c e s  f i n e  f e a t u r e s  o f  t h e  r e c o r d  w h i l s t  s i m u l ­
t a n e o u s l y  s u p p r e s s i n g  t h e  l a r g e  r a n g e  o f  i n t e n s i t i e s  u p o n  
w h i c h  t h e  s m a l l e r  m a g n i t u d e s  o f  t h e  f i n e r  f e a t u r e s  a p p e a r  
t o  be s u p e r i m p o s e d .  T h i s  p r o b l e m  i s  s o m e w h a t  s i m i l a r  t o  
t h e  q u e s t i o n  o f  d i f f e r e n t i a t i o n  b e t w e e n  o b j e c t  r e f l e c t ­
a n c e s  and  b a c k g r o u n d  i l l u m i n a t i o n  e n c o u n t e r e d  w h i l s t  
d i s c u s s i n g  t h e  p r i n c i p l e  o f  h o m o m o r p h i c  f i l t e r i n g ,  
a l t h o u g h  t h e  p h y s i c a l  c o n d i t i o n s  a r e  e n t i r e l y  d i f f e r e n t .  
I t  i s  n a t u r a l  t o  a s k  w h a t  t h e  e f f e c t  o f  s u c h  n o n l i n e a r  
p r o c e s s i n g  m i g h t  be on s i d e  s c a n  r e c o r d s ,  p a r t i c u l a r l y  
i n  v i e w  o f  t h e  p r o p e r t y  p o s s e s s e d  b y  h o m o m o r p h i c  f i l t e r s  
o f  p r o d u c i n g  p r o c e s s e d  r e s u l t s  c o n t a i n i n g  no n e g a t i v e  
v a l u e s  o f  b r i g h t n e s s .  To t h i s  en d  t h e  i m a g e s  o f  f i g . 5 . 6  
a r e  p r e s e n t e d .  Ea c h  i m a g e  h a s  b e e n  f i l t e r e d  u s i n g  an 
i s o t r o p i c  f i l t e r  w i t h  t h e  same r a d i a l  p r o f i l e  as t h a t  o f
2 0 9
■■fi
;, / (■ j  ' ,;
• .  k.
A iV
FIG 58
t h e  c o r r e s p o n d i n g  i m a g e  i n  f i g . 5 . 7 , b u t  n o n l i n e a r  f i l t e r ­
i n g  has  b e e n  c a r r i e d  o u t  u s i n g  l o g a r i t h m i c  p r e p r o c e s s i n g  
and e x p o n e n t i a l  p o s t p r o c e s s i n g .  f i g s . 5 . 7  and 5 . 8  s h o u l d  
be c o m p a r e d  w i t h  e a c h  o t h e r  by  t h e  r e a d e r .
W h i l s t  e n h a n c e m e n t  u s i n g  t w o - d i m e n s i o n a l  f i l t e r i n g  
t o  a c h i e v e  i m p r o v e m e n t  i n  d e t a i l  o f  s m a l l  f e a t u r e s  o r  t o  
r e d u c e  t h e  d y n a m i c  r a n g e  o f  t h e  d a t a  i s  c l e a r l y  c a p a b l e  
o f  p r o d u c i n g  u s e f u l  r e s u l t s ,  i t  i s  a l s o  t i m e - c o n s u m i n g  
i f  l a r g e r  a m o u n t s  o f  s o n a r  d a t a  a r e  t o  be p r o c e s s e d .
O t h e r  m e t h o d s  w h i c h  may a c c e n t u a t e  s p e c i f i c  p r o p e r t i e s  
o f  an i m a g e  a r e  a v a i l a b l e  and h a v e  b e e n  d e s c r i b e d  i n  t h e  
i n t r o d u c t o r y  c h a p t e r s .  Two p o s s i b l e  t e c h n i q u e s  o f  m e r i t  
a r e  i m a g e  PDF n o r m a l i s a t i o n  and  s i g n i f i c a n t  b i t  r e m o v a l .  
B o t h  h a v e  b e e n  u s e d  t o  p r o c e s s  t h e  same o r i g i n a l  r e c o r d  
and t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  p r o c e s s i n g  a r e  s h o wn  i n  f i g . 5 , 9 .
F i n a l l y ,  t w o  e x a m p l e s  o f  s o n a r  i m a g e s  w h i c h  h a v e '  
b e e n  l i n e a r l y  f i l t e r e d  w i t h  t w o  l o w - p a s s  i s o t r o p i c  
p r o f i l e s  o f  d i f f e r e n t  s e v e r i t y  a r e  sh own  i n  f i g . 5 . I D .
T h i s  t y p e  o f  f i l t e r i n g  t e n d s  t o  s u p p r e s s  s h a r p  i m a g e s  
and a r e a s  o f  h i g h  f r e q u e n c y  c o n t e n t  w h i l s t  r e t a i n i n g  t h e  
c o n t r a s t s  b e t w e e n  l a r g e r  a r e a s  o f  t h e  r e c o r d .  Suc h  
f i l t e r s  may be o f  v a l u e  as a p r e p r o c e s s i n g  o p e r a t i o n  
d e s i g n e d  t o  s i m p l i f y  t h e  s u b s e q u e n t  m e a s u r e m e n t  o f  
p o s i t i o n s  o f  l a r g e r  f e a t u r e s  w i t h i n  a r e c o r d .
R e p r o d u c t i o n  o f  s o n a r  i m a g e r y  i n  i n t e n s i t y  f o r m a t  i s  
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t h e  s o n a r  l i n e s  may be d i s p l a y e d  i n  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  
f o r m a t  ( s e e  a p p e n d i x  C) .  f i g s . 5 . 1 1  and  5 . 1 2  s how d i s p l a y s  
o f  an a r e a  o f  s o n a r  r e c o r d  i n  t w o  d i f f e r e n t  p r o j e c t i o n s .  
T h i s  f o r m a t  a l l o w s  t h e  d i s p l a y  o f  a l a r g e r  d y n a m i c  r a n g e  
t h a n  i s  p o s s i b l e  w i t h  p h o t o g r a p h i c  g r a y - l e v e l  r e c o r d i n g .  
H o w e v e r ,  i t  i s  i m p o r t a n t  n o t  t o  r e l a t e  t h e  p e a k s  and 
t r o u g h s  t o  p h y s i c a l  f e a t u r e s  o f  t h e  s e a - b e d ,  s i n c e  t h e y  
a r e  g e n e r a t e d  b y  t h e  d e g r e e  o f  r e f l e c t i o n  e x p e r i e n c e d  
w h i c h  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  r e l a t e d  t o  t h e  t o p o l o g y  o f  t h e  
s u r f a c e .
5 . 4  CONCLUSI ONS
Some e x a m p l e s  o f  m i n i c o m p u t e r - b a s e d  d i g i t a l  p r o c e s s ­
i n g  o f  s i d e  s c a n  s o n a r  r e c o r d s  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  
t h i s  c h a p t e r .  V a r i o u s  m e t h o d s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  f i l t e r ­
i n g  h a v e  b e e n  s h o wn  t o  e n h a n c e  a r e a s  o f  l o w  c o n t r a s t  h i g h  
f r e q u e n c y  i n f o r m a t i o n  g e n e r a l l y  r e l a t i n g  t o  t e x t u r a l  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  s e a - b e d  s e d i m e n t s  and  g e o l o g y .  The 
t w o - d i m e n s i o n a l  p o w e r  s p e c t r u m  o f  a r e a s  o f  s o n a r  r e c o r d  
i s  a u s e f u l  a i d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  
t h e  s o n a r  s i g n a l  w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  t h e  s o n a r  s y s t e m  
b a n d w i d t h ,  b y  v i r t u e  o f  i t s  i n c r e a s e d  d e g r e e  o f  d e t e c t i v ­
i t y  c o m p a r e d  w i t h  t h e  a n a l y s i s  o f  s i n g l e  l i n e s  o f  d a t a .
A l l  t h e  e x a m p l e s  s h o wn  h e r e  r e l a t e  t o  o n l y  one  a r e a  
o f  r e c o r d .  O b v i o u s l y  many  m o r e  r e c o r d s  o f  d i f f e r e n t  
t y p e s  o f  s e a - b e d  w o u l d  h a v e  t o  be p r o c e s s e d  t o  d e t e r m i n e  
t h e  r e a l  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e s e  m e t h o d s ,  e s p e c i a l l y  w h e r e
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d e t e r m i n a t i o n  o f  an  o p t i m u m  s a m p l i n g  r a t e  f o r  t h e  d a t a  
i s  c o n c e r n e d .  P e r h a p s  m o r e  i m p o r t a n t l y ,  t h i s  w o r k  was 
c a r r i e d  o u t  w i t h o u t  a n y  r e a l  k n o w l e d g e  o f  t h e  t y p e  o f  
i m a g e  e n h a n c e m e n t  g e o p h y s i c i s t s  w o u l d  r e a l l y  p r e f e r ,  
a l t h o u g h  i t  s e e ms  r e a s o n a b l e  t o  s u p p o s e  t h a t  c o n s i d e r a b l e  
i n t e r e s t  i n  t h e  a c c e n t u a t i o n  o f  d e t a i l  r e l a t i n g  t o  m a t e r ­
i a l  s t r u c t u r a l  p r o p e r t i e s  w o u l d  be e x p e c t e d .  Th e  c o n ­
c l u s i o n  i s  t h a t  a n y  f u r t h e r  w o r k  i n  t h i s  a p p l i c a t i o n  
r e a l l y  r e q u i r e s  c o o p e r a t i o n  b e t w e e n  t h e  g e o p h y s i c i s t s  
c o n c e r n e d  a n d  t h e  i m a g e  p r o c e s s o r  i f  b e n e f i c i a l  r e s u l t s  
a r e  t o  be a c h i e v e d ;  h o w e v e r ,  i t  d o e s  seem l i k e l y  t h a t  
u s e f u l  r e s u l t s  c o u l d  be a c h i e v e d  o n c e  t h e  r e q u i r e m e n t s  
f o r  a n a l y s i s  and  e n h a n c e m e n t  a r e  u n d e r s t o o d .  T h e r e  i s  
c e r t a i n l y  c o n s i d e r a b l e  o p p o r t u n i t y  and  i n t e r e s t  i n  c o n ­
t i n u i n g  f u r t h e r  w i t h  t h e  d i g i t a l  p r o c e s s i n g  o f  s o n a r  
i m a g e r y .
F r o m t h e  s p e c i f i c  v i e w p o i n t  o f  t r a n s f o r m  p r o c e s s i n g  
i t  h a s  p r o v e d  p o s s i b l e  t o  p r o c e s s  t h e  s o n a r  d a t a  u s i n g  
2 D F F T ' s  and  f r e q u e n c y  d o m a i n  f i l t e r i n g  w i t h  a r e l a t i v e l y  
p r i m i t i v e  m i n i c o m p u t e r  and  a s h o r t  w o r d  l e n g t h  o f  12 b i t s ,  
Th e  r e s u l t s  s u g g e s t  t h a t ,  i f  r e q u i r e d ,  d i g i t a l  p r o c e s s i n g  
o f  s o n a r  d a t a  c o u l d  be e f f e c t i v e l y  u n d e r t a k e n  b y  a m i c r o ­
p r o c e s s o r - b a s e d  s y s t e m  u s i n g  a w o r d  l e n g t h  o f  t y p i c a l l y  
16 b i t s  w i t h o u t  r e c o u r s e  t o  f l o a t i n g - p o i n t  a r i t h m e t i c .
T he  s p e e d  a n d  s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s  o f  s u c h  a s y s t e m  w o u l d  
d e p e n d  s t r o n g l y  on t h e  n a t u r e  o f  t h e  i m a g e  m a n i p u l a t i o n s  
c a l l e d  f o r .  H o w e v e r ,  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  h i g h - q u a l i t y
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p h o t o g r a p h i e  r e p r o d u c t i o n  o f  p r o c e s s e d  r e s u l t s ,  and  t h e  
o u t p u t  s c h e m e  r e q u i r e d  t o  d i s p l a y  t h e  r e s u l t s  a r e  n o t  i n  
t h e m s e l v e s  c o m p l e x  o r  e x p e n s i v e  c o n s i d e r a t i o n s .
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C H A P T E R  6
GENERAL CONCLUSI ONS AND RECOMMENDATI ONS 
FOR FURTHER WORK
6 . 1 GENERAL CONCLUSI ONS
The m a j o r  p u r p o s e  o f  t h i s  t h e s i s  h as  b e e n  t o  d i s c o v e r  
t h e  l i m i t a t i o n s  i m p o s e d  on d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g ,  
p r i m a r i l y  u s i n g  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  as  t h e  v e h i c l e  f o r  
p r o c e s s i n g  o b j e c t i v e s ,  when  t h e  s o l e  c o m p u t i n g  m a c h i n e r y  
u s e d  i s  a m i n i c o m p u t e r .  T h u s ,  a c o m p u t e r  w i t h  s t r i c t l y  
l i m i t e d  s p e e d ,  s t o r a g e  c a p a c i t y  a nd  a s h o r t  w o r d  l e n g t h  
o f  12 b i t s  h a s  b e e n  u s e d  i n  t h e  p r a c t i c a l  d e v e l o p m e n t  o f  
a t r a n s f o r m - b a s e d  p r o c e s s i n g  s y s t e m .  The  a c c e n t  h a s  
d e l i b e r a t e l y  b e e n  p l a c e d  on t h e  d e v e l o p m e n t  o f  p r a c t i c a l  
i m a g e  p r o c e s s i n g  w i t h  t h e  a v a i l a b i l i t y  o f  s u i t a b l e  i n p u t  
d e v i c e s ,  s t o r a g e  o f  p r a c t i c a l  s i z e s  o f  i m a g e  m a t r i x  and  
c a r e f u l  d i s p l a y  o f  d i g i t a l  d a t a  b e c a u s e  i t  i s  b e l i e v e d  
t h a t  t h e  a s s e s s m e n t  o f  t h e  q u a l i t y  o f  r e s u l t s  f r o m  a 
p r a c t i c a l  s y s t e m  i s  t h e  o n l y  u s e f u l  wa y  o f  d e t e r m i n i n g  
i t s  s u i t a b i l i t y  f o r  t h e  a p p l i c a t i o n s  o f  p o t e n t i a l  u s e r s .  
T he  u s e  o f  t h i s  s y s t e m  d e v e l o p e d  as  a r e s e a r c h  p r o j e c t  
q u i c k l y  p r o v i d e s  t h e  r e s e a r c h e r  w i t h  c o n s i d e r a b l e  i n s i g h t  
i n t o  t h e  n a t u r e  and  s e v e r i t y  o f  t h e  p r o b l e m s  a r i s i n g  
f r o m  t h e  a d o p t i o n  o f  r e s t r i c t i v e  p a r a m e t e r s .
A v e r y  r e a s o n a b l e  q u e s t i o n  t o  a s k  a t  t h i s  p o i n t  i s  
why  u s e  a m i n i c o m p u t e r  wh en  s o  many  l a r g e r  c o m p u t e r s  mo r e
2 1 4
s u i t e d  t o  t h e  c o m p l e x  a r i t h m e t i c  o f  i m a g e  p r o c e s s i n g  a r e  
r e a d i l y  a v a i l a b l e ?  T h e r e  a r e  t w o  a n s w e r s  t o  t h e  q u e s t i o n ,  
and  t h e s e  f o r m  t h e  o r i g i n a l  m o t i v a t i o n  f o r  a t t e m p t i n g  
s u c h  r e l a t i v e l y  c o m p l e x  t a s k s  u s i n g  a p p a r e n t l y  i l l - s u i t e d  
e q u i p m e n t .  F i r s t l y ,  t h e r e  a r e  many  p o t e n t i a l  u s e r s  o f  
i m a g e  p r o c e s s i n g  t e c h n i q u e s  who h a v e  r e a d y  a c c e s s  t o  m i n i ­
c o m p u t e r s  as  d e d i c a t e d  m a c h i n e s .  A l s o ,  m i n i c o m p u t e r s  h a v e  
t h e  i m p o r t a n t  a d v a n t a g e  o f  much  m o r e  p e r s o n a l  i n t e r a c t i o n  
e s p e c i a l l y  w h e r e  t h e y  a r e  d e d i c a t e d  t o  t h e  o n e  u s e r  a t  
a n y  o n e  p e r i o d  o f  t i m e ;  i m a g e  i n p u t - o u t p u t  d e v i c e s  a r e  
m o r e  r e a d i l y  i n t e r f a c e d  t o  s m a l l  c o m p u t e r s  i n  t h e  
p o l i t i c a l  s e n s e  t h a t  t h e r e  a r e  u s u a l l y  l e s s  p e o p l e  
w i s h i n g  t o  u s e  t h e  m a c h i n e  f o r  a w i d e  a s s o r t m e n t  o f  
t a s k s .  T h i s  a d v a n t a g e  a l s o  me ans  t h a t  i t  i s  o f t e n  f a r  
e a s i e r  t o  u s e  t h e  m i n i c o m p u t e r  t o  a c q u i r e  and  d i s p l a y  
i m a g e  d a t a ,  and  c a r r y  o u t  i m a g e  p r e - p r o c e s s i n g ,  b e f o r e  
p e r f o r m i n g  m o r e  c o m p l e x  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  t a s k s  on a 
l a r g e r  c o m p u t e r ,  r a t h e r  t h a n  u s i n g  t h e  l a r g e  c o m p u t e r  
t h r o u g h o u t .  S e c o n d l y ,  e x p e r i e n c e  g a i n e d  on a m i n i ­
c o m p u t e r  i s  d i r e c t l y  a p p l i c a b l e  t o  t h e  d e s i g n  o f  m o r e  
s p e c i a l - p u r p o s e  c o m p u t i n g  h a r d w a r e  i n t e n d e d  s p e c i f i c a l l y  
f o r  p r o c e s s i n g  o f  a p a r t i c u l a r  t y p e  o f  i m a g e r y .  I n  t h i s  
c o n t e x t ,  t h e  e v a l u a t i o n  o f  p r o c e s s i n g  m e t h o d s  u s i n g  s h o r t  
w o r d  l e n g t h  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  i s  p a r t i c u l a r l y  r e l e v a n t  
t o  t h e  p o s s i b l e  d e s i g n  o f  s p e c i a l i s e d  m i c r o p r o c e s s o r  
s y s t e m s  u s i n g  f i x e d  w o r d  l e n g t h s .  I n  many  w a y s  i t  i s  
c h e a p e r  an d  s i m p l e r  t o  b u i l d  a m i c r o p r o c e s s o r  w i t h  an 
e x t e n d e d  w o r d  l e n g t h  r a t h e r  t h a n  t o  d e s i g n  c o m p l e x
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f l o a t i n g - p o i n t  a r i t h m e t i c  h a r d w a r e .  G i v e n  a n y  p a r t i c u l a r  
l e v e l  o f  s e m i c o n d u c t o r  t e c h n o l o g y ,  f i x e d  p o i n t  c a l c u l a t ­
i o n s  w i l l  a l w a y s  be s i g n i f i c a n t l y  f a s t e r  t h a n  f l o a t i n g ­
p o i n t .  T h e r e f o r e  an a s s e s s m e n t  o f  t h e  e f f e c t i v e n e s s  an d  
l i m i t a t i o n s  o f  2DFFT a l g o r i t h m s  i m p l e m e n t e d  w i t h  i n t e g e r  
a r i t h m e t i c  and  u s e d  i n  p r a c t i c a l  p r o c e s s i n g  e x a m p l e s  i s  
c e r t a i n l y  a w o r t h w h i l e  t a s k .
F o u r i e r  t r a n s f o r m  p r o c e s s i n g  d o e s  n o t  o f  c o u r s e  
e x h a u s t  t h e  i m a g e  p r o c e s s i n g  c a p a b i l i t i e s  o f  t h e  m i n i ­
c o m p u t e r ;  r a t h e r ,  i t  i m p o s e s  an u p p e r  l i m i t  on t h e  c o m ­
p l e x i t y  o f  c o m p u t i n g  t h a t  t h e  m i n i c o m p u t e r  c a n  be  r e a s o n ­
a b l y  be  e x p e c t e d  t o  u n d e r t a k e .  T h e r e  a r e  many  s t r a i g h t ­
f o r w a r d  s p a t i a l  d o m a i n  g r a y s c a l e  m a p p i n g s  i d e a l l y  s u i t e d  
t o  s m a l l  c o m p u t e r s  r a n g i n g  f r o m  s i m p l e  c l i p p i n g s  t o  PDF 
n o r m a l i s a t i o n .  I n  t h e  f i r s t  c h a p t e r  many  s u c h  m e t h o d s  
w e r e  d e s c r i b e d ,  w i t h  i m a g e s  p r o c e s s e d  on t h e  m i n i c o m p u t e r  
s h o wn  as  p r a c t i c a l  e x a m p l e s .  By me ans  o f  l o o k - u p  t a b l e s ,  
a n y  n o n l i n e a r  m a p p i n g  c a n  be p e r f o r m e d  w i t h  t h i s  s y s t e m  
i n  a f e w  s e c o n d s ,  a v e r y  h i g h  p r o p o r t i o n  o f  t h i s  t i m e  
b e i n g  a c c o u n t e d  f o r  b y  d i s k  h e a d  m o v e m e n t s .  Su c h  t e c h ­
n i q u e s  do n o t  h o w e v e r  p l a c e  a n y  s t r a i n  on t h e  c o m p u t e r ' s  
a r i t h m e t i c  a c c u r a c y .
A t w o - d i m e n s i o n a l  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  h as  b e e n  
d e v e l o p e d  f o r  p r a c t i c a l  u s e ,  e m p l o y i n g  12 b i t  i n t e g e r  
a r i t h m e t i c  t h r o u g h o u t .  T he  m a i n  p r o b l e m  h as  b e e n  s h o wn  
t o  be t h e  t e n d e n c y  f o r  t h e  t r a n s f o r m  t o  c o m p a c t  t h e  
s p a t i a l  s a m p l e s  i n t o  a r e l a t i v e l y  s m a l l  a r e a  a r o u n d  z e r o
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f r e q u e n c y  i n  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  p l a n e .  T h i s  i s  a 
n a t u r a l  e f f e c t  o f  t h e  r e c i p r o c a l  s p r e a d i n g  p r o p e r t y  w h i c h  
i s  u s e d  t o  g r e a t  a d v a n t a g e  i n  i m a g e  c o d i n g  ( c h .1 ) ,  b u t  
w h i c h  i s  an e m b a r r a s s m e n t  i n  t h i s  c a s e  d u e  t o  t h e  much 
g r e a t e r  d y n a m i c  r a n g e  r e q u i r e d  t o  a c c u r a t e l y  r e p r e s e n t  
a l l  s p a t i a l  f r e q u e n c i e s .
2T h i s  i n c r e a s e ,  a t  i t s  m a x i m u m ,  i s  l\l t i m e s  t h e  r a n g e  
o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e  (N i s  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  i m a g e  
m a t r i x ) ,  so  t h a t  t h e  w o r s t  c a s e ,  2 l o g ^  N o n e - b i t  s h i f t s  
w o u l d  be r e q u i r e d  t o  c o r r e c t l y  s c a l e  t h e  s m a l l e s t  s p e c t r a l  
m a g n i t u d e s  r e l a t i v e  t o  t h e  l a r g e s t .  T h i s  i s  c l e a r l y  a 
s e v e r e  p r o b l e m  f o r  i m a g e  m a t r i c e s  o f  p r a c t i c a l  s i z e ;  i n  
t h e  c a s e  o f  a 2 5 6 x 2 5 6  i m a g e ,  w o r s t  c o n d i t i o n s  w o u l d  
r e q u i r e  up t o  16 s h i f t s .  T h u s ,  t h e  i n a c c u r a c i e s  i n c u r r e d  
a r e  a f u n c t i o n  o f  b o t h  i m a g e i s t a t i s t i c s  an d  t h e  s i z e  o f  
i m a g e  m a t r i x .
The  t r a n s f o r m  t e c h n i q u e  d e v e l o p e d  h e r e  r e d u c e s  t h i s  
w o r s t  c a s e  c o n d i t i o n  b y  a f a c t o r  o f  t w o ,  b y  t a k i n g  
a d v a n t a g e  o f  t h e  l i n e a r  n a t u r e  o f  f r e q u e n c y  d o m a i n  f i l t e r ­
i n g .  T h i s  ma k e s  t h e  u s e  o f  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  mo r e  
a t t r a c t i v e  f o r  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s .  The a p p l i c a t i o n  o f  
t h e  t r a n s f o r m  t o  l i n e a r  f i l t e r i n g  o f  g e n e r a l  i m a g e s  has  
b e e n  s h o w n  t o  p r o v i d e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  f o r  a w i d e  
r a n g e  o f  f i l t e r i n g  m e t h o d s  w i t h  a w o r d  l e n g t h  o f  o n l y  
12 b i t s .  Th e  d i g i t a l  i m a g e  p r o c e s s i n g  s y s t e m  d e v e l o p e d  
a r o u n d  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  h a s  b e e n  u s e d  f o r  t h e  p r o ­
c e s s i n g  o f  s i d e  s c a n n i n g  s o n a r  d a t a  and  h a s  p r o d u c e d
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w o r t h w h i l e  r e s u l t s  i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  s i g n a l  b a n d ­
w i d t h  and  t h e  a c c e n t u a t i o n  o f  d e t a i l  i n f o r m a t i o n .
The  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e s e  m e t h o d s  may be q u a l i t a t ­
i v e l y  a s s e s s e d  by  v i s u a l  i n s p e c t i o n  o f  p r o c e s s e d  i m a g e s .  
U n f o r t u n a t e l y ,  i t  i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  f i n d  a s a t i s f a c t ­
o r y  me a n s  f o r  a s s e s s i n g  t h e  q u a n t i t a t i v e  v a r i a t i o n s  
b e t w e e n  i m a g e s  i n  a way  w h i c h  c o r r e l a t e s  w i t h  t h e  
o b s e r v e r ' s  o p i n i o n  o f  t h e  d e g r e e  o f  d i f f e r e n c e .  I n  t h e  
r e s t r i c t e d  s e n s e  o f  a n a l y s i s  o f  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  an 
o r i g i n a l  i m a g e  and  a p r o c e s s e d  v e r s i o n  o f  t h e  same i m a g e  
( r a t h e r  t h a n  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t o t a l l y  d i f f e r e n t  s c e n e s ) ,  
s e v e r a l  s t a n d a r d  t e c h n i q u e s  e x i s t  f o r  e m p i r i c a l l y  m e a s u r i n g  
d i s t a n c e s .  H o w e v e r  i t  i s  k n o wn  t h a t  n o n e  o f  t h e s e  t e c h ­
n i q u e s  seem t o  g i v e  a n s w e r s  w h i c h  c o m p a r e  f a v o u r a b l y  w i t h  
t h e  o b s e r v e d  d i f f e r e n c e s .  W h i l s t  t h e s e  m e a s u r e s  may be 
u s e f u l  i n  t h e  a r e a s  o f  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n ,  t h e y  a r e  
u s e l e s s  i n  t h e  c o n t e x t  o f  human v i s u a l  d i s c r i m i n a t i o n .
A l o g i c a l  a p p r o a c h  t o  t h i s  p r o b l e m  i s  t o  c o m b i n e  
k n o w n  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  v i s u a l  s y s t e m  ( a s  t h e y  
a f f e c t  t h e  s p a t i a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  o b j e c t s )  w i t h  some 
s u i t a b l e  m e t h o d  o f  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  i m a g e s .  One 
p o s s i b l e  m e a s u r e m e n t  o f  i n t e r e s t  when  t h e  c o m p a r i s o n  t o  
be made i s  b e t w e e n  t w o  s t r u c t u r a l l y  s i m i l a r  i m a g e s  i s  t h e  
c o r r e l a t i o n  f a c t o r  c o m p u t e d  b y  t h e  e n e r g y  m a t c h e d  f i l t e r .  
T h i s  i s  p a r t i c u l a r l y  a p p e a l i n g  s i n c e  t h e  m a t c h e d  f i l t e r i n g  
o p e r a t i o n  i s  e s p e c i a l l y  s i m p l e  t o  i m p l e m e n t  u s i n g  t h e  
2 D F F T .  One p o s s i b l e  m e t h o d  o f  a c c o u n t i n g  f o r  t h e  e f f e c t
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o f  t h e  s p a t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  HV5 i s  t o  a r r i v e  
a t  an e s t i m a t e  o f  t h e  MTF o f  t h e  s y s t e m  a n d  c o m b i n e  t h i s  
w i t h  t h e  n o n l i n e a r i t i e s  b e l i e v e d  t o  e x i s t  i n  t h e  HVS.
The  c u r r e n t  e v i d e n c e  s u p p o r t i n g  t h e s e  f a c t o r s  i s  r e v i e w e d  
i n  some d e t a i l  i n  o r d e r  t o  i n t r o d u c e  an MTF ( w h i c h  i s  
p r o b a b l y  a g r e a t  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  r e a l  s y s t e m ) .  The  
u s e  o f  a f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  a t t r a c t i v e  b e c a u s e  t h i s  
may t h e n  be u s e d  t o  w e i g h t  t h e  e n e r g y  m a t c h e d  f i l t e r  i n  
t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  d i r e c t l y .
A s c h e m e  o f  t h i s  t y p e  h a s  b e e n  u s e d  t o  m e a s u r e  
c o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  o r i g i n a l  s c e n e s  and  t h e i r  c o u n t e r ­
p a r t s  p r o c e s s e d  i n  s e v e r a l  w a y s .  The  r e s u l t s  a r e  r a t h e r  
i n c o n c l u s i v e ,  d u e  p a r t l y  t o  t h e  s u b j e c t i v e  n a t u r e  o f  e a c h  
i n d i v i d u a l ' s  a s s e s s m e n t  o f  t h e  i m a g e .  The  w o r k  p r e s e n t e d  
i s  o n l y  a p r e l i m i n a r y  a t t a c k  a t  t h e  p r o b l e m  and  i t  i s  
u n f o r t u n a t e  t h a t  t i m e  p r e c l u d e d  a n y  f u r t h e r  i n t e r e s t s  i n  
t h i s  d i r e c t i o n .  T h e r e  i s  much  r o o m f o r  c o n t i n u e d  e f f o r t  
i n  t h i s  p a r t i c u l a r l y  i n t e r e s t i n g  a r e a  o f  i m a g e  a n a l y s i s .  
H o w e v e r ,  t h e  m e t h o d  d o e s  p r o d u c e  s e n s i b l e  r e s u l t s  f o r  
o b v i o u s  i m a g i n g  d i f f e r e n c e s  l i k e  t h e  e f f e c t s  o f  h i g h  and  
l o w  f r e q u e n c y  n o i s e ,  and  t h e  e f f e c t s  o f  d i f f e r e n t  i m a g e  
f i l t e r i n g  o p e r a t i o n s .  A m o r e  c o n c e r t e d  e f f o r t  t o  c h a r ­
a c t e r i s e  t h e  p e r c e p t i o n  o f  d i f f e r e n c e s  i n  q u a l i t y  by  
u s i n g  a s e t  o f  o b s e r v e r s  w o u l d  be a w o r t h w h i l e  s t a r t  t o  
f u r t h e r  w o r k  o f  t h i s  t y p e .
I n  o v e r a l l  c o n c l u s i o n ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s a y  t h a t  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  i m a g e  p r o c e s s i n g  u s i n g  i m a g e  m a t r i c e s
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o f  r e a s o n a b l e  s i z e s  s u c h  as  2 5 6 x 2 5 6  o r  5 1 2 x 5 1 2  i s  
p e r f e c t l y  f e a s i b l e  u s i n g  i n t e g e r  a r i t h m e t i c .  The  w o r d  
l e n g t h s  i n v o l v e d  d e p e n d  on f a c t o r s  s u c h  as t h e  s i z e  o f  
i m a g e  m a t r i x ,  t h e  e n v i s a g e d  p r o c e s s i n g  o p e r a t i o n s  -  
l i n e a r  f i l t e r i n g ,  n o n l i n e a r  f i l t e r i n g ,  c r o s s - c o r r e l a t i o n  
a n d  so f o r t h  - ,  t h e  n u m b e r  o f  b i t s  u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  
o r i g i n a l  q u a n t i z e d  i m a g e ,  and  t h e  n a t u r e  o f  t h e  i m a g e r y  
as  f a r  as  i t s  l i k e l y  f r e q u e n c y  c o n t e n t  i s  c o n c e r n e d .
F o r  i m a g e s  o f  t h e  s i z e  m e n t i o n e d  and  q u a n t i z e d  t o ,  s a y ,  
a b i t s ,  a 16 b i t  p r o c e s s o r  w o u l d  p r o d u c e  a c c e p t a b l e  
r e s u l t s  f o r  t y p i c a l  l i n e a r  f i l t e r i n g  e n h a n c e m e n t ,  f o r  
e x a m p l e ,  w h i l s t  24 b i t s  w o u l d  g i v e  a b s o l u t e  a c c u r a c y  f o r  
2DFFT p r o c e s s i n g  s u c h  as  n o n l i n e a r  and  m a t c h e d  f i l t e r i n g .
6 . 2  RECOMMENDATI ONS FOR FURTHER WORK
T h e r e  a r e  s e v e r a l  p r o b l e m s  r a i s e d  by  t h i s  r e s e a r c h  
w h i c h  r e q u i r e  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n .  The  m o s t  i m p o r t a n t  
o f  t h e s e  i s  u n d o u b t e d l y  t h e  o b j e c t i v e  m e a s u r e m e n t  o f  
p r o c e s s i n g  e r r o r s  r e s u l t i n g  f r o m  s h o r t  w o r d  l e n g t h s  i n  
t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a l g o r i t h m .  W h i l s t  
a n y  s u c h  m e a s u r e m e n t  s h o u l d  r e f l e c t  t h e  c o n c l u s i o n s  o f  
o b s e r v e r s  as  t o  t h e  d e g r e e  o f  i m a g e  d i s t o r t i o n ,  i t  i s  
c l e a r  t h a t  m e a s u r e s  w h i c h  a g r e e  w e l l  w i t h  s u b j e c t i v e  
e v i d e n c e  a r e  d i f f i c u l t  t o  f i n d .
An a p p r o a c h  t o  t h i s  p r o b l e m  u s i n g  some k n o w l e d g e  
o f  t h e  way  a human p e r c e i v e s  i m a g e s  h as  b e e n  d e s c r i b e d
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i n  t h i s  t h e s i s .  The  f i n a l  a i m  o f  t h i s  w o r k  w o u l d  be t o  
a t t e m p t  t o  m e a s u r e  o b j e c t i v e l y  s u b j e c t i v e  e r r o r s  i n t r o ­
d u c e d  by  t h e  FF T .  H o w e v e r ,  c o n s i d e r a b l y  m o r e  e f f o r t  i s  
r e q u i r e d  t o  r e a c h  a s t a g e  w h e r e  a s u i t a b l e  m o d e l  c o u l d  
a c t u a l l y  be u s e d  t o  m e a s u r e  t h e  e f f e c t s  o f  w o r d  l e n g t h  
v a r i a t i o n  on t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  2 D F F T .  G i v e n  s u c h  a 
m e a s u r e ,  i t  w o u l d  t h e n  be p o s s i b l e  t o  u s e  i t  as  a 
p e r f o r m a n c e  c r i t e r i o n  i n  t h e  d e s i g n  o f  s p e c i a l  p u r p o s e  
h a r d w a r e  f o r  t h e  e f f i c i e n t  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  2 DF F T .
I t  i s  e n v i s a g e d  t h a t  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  m o d e l  
p r o p o s e d  i n  t h i s  t h e s i s  w o u l d  c o n t i n u e  a l o n g  t h e  l i n e s  
d e s c r i b e d  b e l o w .
The f i r s t  r e q u i r e m e n t  i s  t h a t  t h e  q u a n t i t a t i v e  
e r r o r  m e a s u r e s  p r o d u c e d  by  t h e  m o d e l  s h o u l d  be t e s t e d  t o  
d e t e r m i n e  t h e i r  r e l a t i o n s h i p  t o  t h e  s u b j e c t i v e  e f f e c t s  
o f  p r o c e s s i n g  e r r o r s .  S i n c e  t h i s  s u b j e c t i v e  e f f e c t  i s  
m e a s u r e d  v i a  human o b s e r v e r s ,  t h e  s u c c e s s  o f  t h e  HVS 
s c h e me  r e q u i r e s  a q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e  o f  a p a r t l y  
p s y c h o l o g i c a l  and  p a r t l y  p h y s i o l o g i c a l  o b s e r v a t i o n .  I t  
w o u l d  be n e c e s s a r y  t o  s e a r c h  e x i s t i n g  l i t e r a t u r e  r e l a t i n g  
t o  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  s p a t i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  HVS i n
o r d e r  t o  d e t e r m i n e  a m e t h o d  f o r  q u a n t i f y i n g  t h e  d i s t a n c e
b e t w e e n  an o r i g i n a l  and  p r o c e s s e d  i m a g e  as  d e s c r i b e d  by 
e a c h  o b s e r v e r .
A s s u m i n g  t h a t  s u c h  a m e t h o d  e x i s t s ,  i t  w o u l d  be
p o s s i b l e  t o  r e l a t e  o u t p u t  f r o m  t h e  m o d e l  t o  t h e  v i s i b l e
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d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  i m a g e s .  A t  t h i s  p o i n t ,  t h e  v a l i d i t y  
o f  c h o o s i n g  a s p e c i f i c  p a r a m e t e r ,  s u c h  as  t h e  p e a k  c r o s s -  
c o r r e l a t i o n  ( i . e .  t h e  t o t a l  c r o s s - p o w e r  s p e c t r u m  e n e r g y ) ,  
c o u l d  be c h e c k e d .  The  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h i s  p a r a m e t e r  
c o u l d  be c o m p a r e d  w i t h  t h e  s u b j e c t i v e  r e s u l t s .  A l s o ,  t h e  
s c h e me  c o u l d  be a n a l y s e d  t o  a s s e s s  a n y  s i m i l a r i t i e s  t o  
e x i s t i n g  m e t h o d s  ( e . g .  S t o c k h a m ’ s mean s q u a r e  e r r o r  
s y s t e m  ( 2 4 ) ) .  The p e a k  c o r r e l a t i o n  was  o r i g i n a l l y  c h o s e n  
b e c a u s e  t h e  m a t c h e d  f i l t e r  d e t e c t s  s i m i l a r i t i e s  i n  t e r m s  
o f  t h e  e n e r g y  m a t c h  b e t w e e n  s p e c t r a ,  and  t h i s  r e l a t e s  
d i r e c t l y  t o  t h e  c o r r e l a t i o n  p e a k .  H o w e v e r ,  t h e  us e  o f  
o t h e r  p o s s i b l e  p a r a m e t e r s  o r  p o s t - p r o c e s s i n g  o f  t h e  p e a k  
c o r r e l a t i o n  m e a s u r e  w o u l d  n e c e s s a r i l y  be i n v e s t i g a t e d .
I f  a s a t i s f a c t o r y  q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e  f r o m  t h e  HVS 
m o d e l  c a n  be f o u n d ,  i t  may t h e n  be u s e d  t o  i n v e s t i g a t e  
and  a n a l y s e  t h e  e r r o r s  r e s u l t i n g  f r o m  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
i n t e g e r  2DFFT a l g o r i t h m  u n d e r  a r a n g e  o f  i n p u t  v a r i a b l e s .  
The  e f f e c t s  o f  v a r y i n g  t h e  p r o c e s s o r ' s  w o r d  l e n g t h ,  t h e  
i m a g e  m a t r i x  s i z e  an d  t h e  n u m b e r  o f  b i t s  o f  q u a n t i z a t i o n  
o f  t h e  i m a g e  s h o u l d  a l l  be a n a l y s e d .  W h i l s t  a m i n i m u m  
w o r d  l e n g t h  r e q u i r e d  f o r  a b s o l u t e  a r i t h m e t i c  a c c u r a c y  
d u r i n g  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  2DFFT i s  a l w a y s  s i m p l e  t o  d e t e r ­
m i n e ,  t h i s  d o e s  n o t  g u a r a n t e e  a c c u r a c y  u n d e r  a r a n g e  o f  
d i f f e r e n t  f r e q u e n c y  d o m a i n  p r o c e s s e s .  I t  i s  t h e r e f o r e  
n e c e s s a r y  t o  m e a s u r e  t h e  f i n a l  e r r o r s  as a f u n c t i o n  o f  
t h e  l i k e l y  p r o c e s s i n g  t a s k s  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  i n  
a d d i t i o n  t o  i n p u t  c o n s t r a i n t s .
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The  a v a i l a b i l i t y  o f  a q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e  o f  
p r o c e s s i n g  e r r o r  w o u l d  g r e a t l y  s i m p l i f y  t h e  p r o b l e m s  o f  
d e s i g n  o f  s p e c i a l  p u r p o s e  h a r d w a r e  f o r  i m a g e  p r o c e s s i n g  
u s i n g  2 D F F T ' s  by  m e c h a n i s i n g  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  i m p o r t a n t  
h a r d w a r e  v a r i a b l e s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  w o r d  l e n g t h  
r e q u i r e d  f o r  a s p e c i f i c  a c c u r a c y ,  and  t h e  i m a g e  m a t r i x  
s i z e  a r e  i m p o r t a n t  c o n s t r a i n t s  on t h e  a r i t h m e t i c  s p e e d ,  
s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s  and  t h e r e f o r e  a l s o  c o s t  o f  a n y  
s p e c i a l  p u r p o s e  h a r d w a r e .  T h u s  t h e  r e s u l t s  o f  an e r r o r  
a n a l y s i s  o f  a n y  p r o p o s e d  p r o c e s s i n g  s c h e me  h a v e  a p o w e r ­
f u l  i n f l u e n c e  on t h e  f o r m  o f  a s u b s e q u e n t  h a r d w a r e  
i m p l e m e n t a t i o n .
One a p p r o a c h  t o  t h e  d e s i g n  o f  a s p e c i a l  p u r p o s e  
c o m p u t e r  f o r  i m a g e  p r o c e s s i n g  i s  t o  u s e  a r e l a t i v e l y  
s i m p l e  b u t  f a s t  b i p o l a r  p r o g r a m  s e q u e n c e r  w h i c h  c o n t r o l s  
s p e c i a l  p u r p o s e  a r i t h m e t i c  and  s t o r a g e  b l o c k s .  U s i n g  
i n t e r l e a v i n g  o f  h i g h  s p e e d  me mo r y  and  a b a c k i n g  s t o r e  
o r g a n i s e d  as  a r a n d o m  a c c e s s  d e v i c e ,  d a t a  t r a n s f e r  c an  
p r o c e e d  c o n c u r r e n t l y  w i t h  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s .  F o r  a 
2 5 6 x 2 5 6  i m a g e  m a t r i x ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p e r f o r m  a l l  
2DFFT a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s  i n  a f e w  h u n d r e d  m i l l i s e c o n d s ,  
and  t h e  t o t a l  e l a p s e d  t i m e  w o u l d  be s e v e r a l  s e c o n d s  
u s i n g  a b u l k  c o r e  s t o r e  as t h e  mas s  s t o r a g e  d e v i c e .
T h i s  o r d e r  o f  s p e e d  c a n  be a c h i e v e d  w i t h  p u r e l y  s e q u e n t i a l  
p r o c e s s i n g .  The  d e s i g n  and  c o n s t r u c t i o n  o f  a p r o c e s s o r  
a l o n g  t h e s e  l i n e s  i s  c u r r e n t l y  b e i n g  u n d e r t a k e n  b y  t h e  
a u t h o r .  A l t h o u g h  n o t  d e s i g n e d  p r i m a r i l y  f o r  t h e
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c o m p u t a t i o n  o f  2 D F F T ' 5 ,  t h e  w o r d  l e n g t h  o f  24 b i t s  i n  
i n t e g e r  f o r m a t  and  16 b i t s  i n  f l o a t i n g  p o i n t  f o r m a t  ha s  
b e e n  c h o s e n  t o  f a c i l i t a t e  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t w o - d i m e n s ­
i o n a l  c r o s s  c o r r e l a t i o n s  o f  8 b i t  i n p u t  d a t a  a r r a n g e d  i n  
m a t r i c e s  o f  d i m e n s i o n s  2 5 6 x 2 5 6  o r  l e s s .
The a p p l i c a t i o n s  o f  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i m a g e  p r o c e s s i n g  
t o  s o n a r  d a t a  i s  a n o t h e r  a r e a  w h i c h  h a s  n o t  y e t  b e e n  f u l l y  
e x p l o i t e d .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  e n h a n c e m e n t  o f  s p e c i f i c  
d e t a i l  i n  s o n a r  r e c o r d s  f o r  e v e n t u a l  v i s u a l  o b s e r v a t i o n  
i s  a p r a c t i c a l  p r o p o s i t i o n  u s i n g  a m i n i - c o m p u t e r  b a s e d  
i m a g e  p r o c e s s i n g  s y s t e m  as d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s .  
C e r t a i n l y  i t  w o u l d  be w o r t h w h i l e  d e t e r m i n i n g  t h e  s p e c i f i c  
n e e d s  o f  p h y s i c i s t s  i n v o l v e d  i n  s o n a r  s u r v e y i n g  a n d  t h e n  
d e v e l o p i n g  s p e c i a l  e n h a n c e m e n t  p r o c e s s e s  s u i t e d  t o  t h o s e  
n e e d s .
F i n a l l y ,  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  2DFFT t o  t h e  a n a l y s i s  
o f  m e t e o r o l o g i c a l  s a t e l l i t e  d a t a  was  d i s c u s s e d  a t  some 
l e n g t h  d u r i n g  t h i s  w o r k .  One s p e c i f i c  i n t e r e s t  was  i n  t h e  
s h o r t - t e r m  f o r e c a s t i n g  o f  r a i n f a l l .  An i m p o r t a n t  p a r t  o f  
t h i s  p r o b l e m  i s  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  t y p e s ,  q u a n t i t i e s  a n d  
r e l a t i v e  p r o p o r t i o n s  o f  d i f f e r e n t  c l o u d s  i n  a q u a d r a n t  
u p w i n d  o f  t h e  f o r e c a s t  a r e a  ( 1 2 5 ) .  The u s e  o f  a s y s t e m  
b a s e d  on t h e  2DFFT was  d i s c u s s e d  w i t h  r e f e r e n c e  f i r s t l y  
t o  t h e  e n h a n c e m e n t  o f  c l o u d  p a t t e r n s  t o  a i d  i n  s u b s e q u e n t  
m e a s u r e m e n t  o f  p r o p o r t i o n s  o f  d i f f e r e n t  c l o u d  t y p e s ,  and 
s e c o n d l y  t o  t h e  a u t o m a t i c  a n a l y s i s  o f  c l o u d  t y p e  p o s s i b l y
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u s i n g  a s p e c t r a l  s i g n a t u r e  t e c h n i q u e .
I n  c o n c l u s i o n  h o w e v e r ,  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  a s p e c t  o f  
t h e  p r e s e n t  r e s e a r c h  l i e s  i n  t h e  e x t e n s i o n  o f  m e t h o d s  o f  
i m a g i n g  e r r o r  a n a l y s i s  a i m e d  a t  a s s e s s i n g  t h e  e f f e c t s  o f  
s h o r t  w o r d  l e n g t h  on FFT i m a g e  p r o c e s s i n g ,  w i t h  s p e c i f i c  
r e f e r e n c e  t o  s p e c i a l  p u r p o s e  h a r d w a r e  d e s i g n .  The 
i m p o r t a n c e  o f  t h i s  b e c o m e s  t r u l y  a p p a r e n t  o n l y  when 
v i e w e d  i n  t h e  l i g h t  o f  t h e  t r e m e n d o u s  a d v a n c e s  b e i n g  made 
i n  m i c r o p r o c e s s o r  t e c h n o l o g y  and  L S I  i n t e g r a t e d  c i r c u i t  
s o p h i s t i c a t i o n  and  s p e e d .  F u r t h e r  w o r k  a l o n g  t h e  l i n e s  
i n d i c a t e d  h e r e  w o u l d  h o p e f u l l y  l e a d  t o  m e t h o d s  f o r  
o p t i m a l l y  s y n t h e s i s i n g  a s s e m b l i e s  o f  m i c r o p r o c e s s o r s  f o r  
c a r r y i n g  o u t  i m a g e  p r o c e s s i n g  a n d  r e l a t e d  t w o - d i m e n s i o n a l  
o p e r a t i o n s .
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APPENDI X A ; I MAGE I NP U T / OU T P U T  PROCEDURES
S e v e r a l  i t e m s  o f  s p e c i a l i s e d  e q u i p m e n t  h a v e  b e e n  
u s e d  t o  a c q u i r e  and  d i s p l a y  i m a g e  d a t a .  The  p u r p o s e  o f  
t h i s  a p p e n d i x  i s  t o  d e s c r i b e  t h i s  e q u i p m e n t  a n d  t o  
p r o v i d e  t h e  i n f o r m a t i o n  r e q u i r e d  b y  a p o t e n t i a l  u s e r  t o  
o p e r a t e  i t .
The  d e v i c e s  u s e d  may be c l a s s i f i e d  i n t o  t w o  
c a t e g o r i e s ;  t h o s e  a c q u i r i n g  i m a g e  d a t a  f o r  u s e  by  t h e  
c o m p u t e r  ( i n p u t  d e v i c e s )  a n d  t h o s e  d i s p l a y i n g  c o m p u t e r  
g e n e r a t e d  d a t a  ( o u t p u t  d e v i c e s ) .  I n  e a c h  c a s e ,  t h e  
e q u i p m e n t  i s  e i t h e r  p a r t  o f  t h e  e x i s t i n g  c o m p u t e r  i n ­
s t a l l a t i o n  o r  h a s  b e e n  d e s i g n e d  t o  u s e  e x i s t i n g  i n t e r ­
f a c e s ;  i n  p r i n c i p l e  t h e  d e v i c e s  c o u l d  t h e r e f o r e  be u s e d  
b y  a n y  o t h e r  s m a l l  c o m p u t e r  w i t h  s i m i l a r  f a c i l i t i e s .
T h e  f o l l o w i n g  g e n e r a l - p u r p o s e  c o m p u t e r  i n t e r f a c e s  a r e  
u s ed : -
a )  8 - c h a n n e l  A - D c o n v e r t e r  w i t h  a t y p i c a l  s a m p l e  
a c q u i s i t i o n  and  c o n v e r s i o n  t i m e  o f  2 0 us a n d  a r e s ­
o l u t i o n  o f  10 b i t s  (9 b i t s  p l u s  s i g n ,  i n  2 ' s c o m p ­
l e m e n t  n o t a t i o n ) .  The  a n a l o g u e  i n p u t  r a n g e  i s  _+
1 v o l t .
b )  3 D- A c o n v e r t e r s  w i t h  a t y p i c a l  s e t t i n g  t i m e  o f  5 us 
(_+ Y LSB)  and  a r e s o l u t i o n  o f  12 b i t s  ( 11 b i t s  p l u s  
s i g n  i n  2 ’ s c o m p l e m e n t ) .  T he  a n a l o g u e  o u t p u t  r a n g e  
i s  _+ 10 v o l t s .
c )  3 s c h m i t t  t r i g g e r  f l a g s  w i t h  v a r i a b l e  t h r e s h o l d s  and 
s l o p e  d i r e c t i o n s ,  e a c h  c a p a b l e  o f  g e n e r a t i n g  i n t e r -
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r u p t s  and  s e t t i n g  i n t e r f a c e  f l a g s  f r o m  an e d g e  s i g n a l .
T he  e x i s t e n c e  o f  an i m a g e  o u t p u t  s y s t e m  c a p a b l e  o f
p r o d u c i n g  p r e c i s e  and  r e p e a t a b l e  p h o t o g r a p h i c  r e s u l t s  
h a s  b e e n  a l l u d e d  t o  f r e q u e n t l y .  I t  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d  
a b s o l u t e l y  e s s e n t i a l  t h a t  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  p e r m a n e n t  
i m a g e s  s h o u l d  be as  c l o s e l y  d e f i n e d  and  r e p e a t a b l e  as 
p o s s i b l e  i n  o r d e r  t o  make u s e f u l  c o m p a r i s o n s  b e t w e e n
p r o c e s s e d  i m a g e s .  B e c a u s e  o f  t h e  i m p o r t a n c e  o f  i m a g e
q u a l i t y  and  t h e  e f f e c t  o f  o u t p u t  p r o c e d u r e s  on t h i s ,  t h e  
m e t h o d s  u s e d  t o  p r o m o t e  r e p e a t a b l e  r e p r o d u c t i o n ,  b o t h  i n  
t e r m s  o f  t h e  o u t p u t  t e c h n i q u e  a n d  e n s u i n g  p h o t o g r a p h i c  
p r o c e s s i n g  a r e  a l s o  d e s c r i b e d  i n  some d e t a i l .  I t  i s  
p o i n t e d  o u t  o n c e  m o r e  t h a t  t h e  d e s i r a b i l i t y  f o r  h i g h l y  
r e p r o d u c e a b l e  r e s u l t s  c a n n o t  be o v e r s t a t e d .
I NPUT DEVI CES
An P . M .  t a p e  r e c o r d e r  a n d  a c o n v e n t i o n a l  CCTV v i d i -  
c on c a m e r a  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  i n p u t  o f  i m a g e  d a t a  t o  t h e  
c o m p u t e r .  B e c a u s e  s t a n d a r d  c o m p u t e r  i n t e r f a c e s  a r e  u s e d  
t h e  b a n d w i d t h  o f  a n y  i n p u t  s i g n a l s  e n v i s a g e d  m u s t  be 
c a r e f u l l y  c o n s i d e r e d .  I n  p r a c t i c e  t h e  c o n v e r s i o n  t i m e  
o f  t h e  A - D  c o n v e r t e r s  h as  p r o v e d  t o  be t h e  l i m i t i n g  
f a c t o r .
P . M .  TAPE
A h i g h  p e r f o r m a n c e  B &, K P . M .  t a p e  r e c o r d e r  ( r e f . 126) 
i s  u s e d  t o  p r o v i d e  s o n a r  d a t a  f o r  c o m p u t e r  p r o c e s s i n g .
One m a j o r  a d v a n t a g e  o f  t h i s  r e c o r d i n g  s y s t e m  i s  t h a t  d . c .
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f r e q u e n c y  s i g n a l s  c a n  be p r e s e r v e d ;  f u r t h e r m o r e ,  p l a y ­
b a c k  o f  d a t a  c a n  be s l o w e d  down t o  m a t c h  a s l o w e r  
s a m p l i n g  r a t e  i f  r e q u i r e d ,  w i t h o u t  a n y  s i g n i f i c a n t  
d e g r a d a t i o n  o f  t h e  s i g n a l .
T h e  f o r m a t  o f  s u c c e s s i v e  l i n e s  o f  s o n a r  d a t a  h a s  
b e e n  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  f i v e .  The  n e g a t i v e  s y n c  pul se 
u s e d  i s  i d e a l  f o r  d e t e c t i o n  by  a s c h m i t t  t r i g g e r ;  i t  i s  
n e c e s s a r y  o n l y  t o  a p p l y  t h e  o u t p u t  s i g n a l  t o  t h e  c o r r e c t  
i n t e r f a c e  i n p u t  ( s c h m i t t  1 ) ,  s e t  t o  a s u i t a b l e  n e g a t i v e  
t h r e s h o l d  a nd  p o s i t i v e  e d g e  d e t e c t i o n ,  and  a p p l y  an 
a t t e n u a t e d  s i g n a l  (_+ 1 v . p - p )  t o  A- D c h a n n e l  0 ,  S o n a r  
i n p u t  s o f t w a r e  t h e n  u s e s  t h e s e  t w o  s i g n a l s  t o  s a m p l e  
l i n e s  o f  s o n a r  a t  s p e c i f i e d  r a t e s  and  b u i l d s  up a t w o -  
d i m e n s i o n a l  i m a g e .  S o f t w a r e  a v a i l a b l e  i s  s u m m a r i s e d  i n  
a p p e n d i x  D . The  c o n n e c t i o n  s c h e m e  i s  s h o w n  i n  f i g . A3 .
I t  i s  r e c o m m e n d e d  t h a t  an o s c i l l o s c o p e  be u s e d  t o  s e t  up 
t h e  s i g n a l  l e v e l s  f o r  t h e  A- D c o n v e r t e r  and  t o  c h e c k  f o r  
u n a m b i g u o u s  s y n c h r o n i s a t i o n  a t  t h e  s c h m i t t  t r i g g e r .  Ther e  
a r e  no s a m p l i n g  f r e q u e n c y  r e s t r i c t i o n s  i n  t h e  c a s e  o f  
s o n a r  d a t a  s i n c e  t h e  ma x i mu m s i g n a l  f r e q u e n c i e s  o f  
i n t e r e s t  a r e  o f  a b o u t  2 k H z .  O p e r a t i n g  i n s t r u c t i o n s  f o r  
t h e  B& K t a p e  r e c o r d e r  a r e  g i v e n  i n  r e f . 1 2 6 .
V I D I C O N  CAMERA
O r i g i n a l l y  t h e r e  was  no e q u i p m e n t  a v a i l a b l e  f o r  t h e
s c a n n i n g  o f  i m a g e s  w h i c h  w o u l d  p r o v i d e  a s u i t a b l e  s i g n a l
f o r  c o m p u t e r  d i g i t i s a t i o n .  H o w e v e r ,  a c r u d e  f l y i n g  s p o t  
s c a n n e r  was  c o n s t r u c t e d  u s i n g  e x i s t i n g  c o m p o n e n t s ,
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FIG, A. 3 :  Connections for FM tope input
p r i m a r i l y  a l o w - p a r s i s t e n c e  CRT an d  l o w  s e n s i t i v i t y  s i d e  
w i n d o w  p h o t o m u l t i p l i e r ,  a n d  t h i s  p r o v e d  s u i t a b l e  f o r  t h e  
d i g i t i s a t i o n  o f  b i n a r y  t r a n s p a r e n c i e s .  E x a m p l e s  o f  
d i g i t i s e d  i m a g e s  u s i n g  t h i s  s y s t e m  a r e  g i v e n  i n  r e f . 127.  
W h i l s t  u s e f u l  f o r  d e v e l o p m e n t  o f  s o f t w a r e ,  t h i s  s c a n n e r  
was  b y  no me a n s  s u i t a b l e  f o r  i n p u t  o f  g r a y  s c a l e  i m a g e s .
A c q u i s i t i o n  o f  a s m a l l  CCTV c a m e r a  by  t h e  d e p a r t m e n t  
i n  1 9 7 3  a l l o w e d  a new s y s t e m  o f  i n p u t  t o  be d e v i s e d ,  
h o w e v e r .  The  ’ L i n k '  m o d e l  101 p r o v e d  t o  be i d e a l  f o r  
g e n e r a l  p u r p o s e  i m a g e  i n p u t ,  p r i m a r i l y  b e c a u s e  o f  t h e  
s t r a i g h t f o r w a r d  o p e r a t i n g  p r o c e d u r e  and  w i d e  f o c u s s i n g  
r a n g e .  Two l e n s e s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  u s e ,  a l l o w i n g  
e i t h e r  n o r m a l  r o o m  s c e n e s  o r  c l o s e - u p s  o f  p r i n t s  an d  
d i f f u s e l y - l i t  t r a n s p a r e n c i e s  t o  be d i g i t i s e d .  The  
c a m e r a  i s  s h o w n  i n  f i g . A 4 .
I t  i s  c l e a r l y  n o t  p o s s i b l e  t o  d i g i t i s e  n o r m a l  T . V .  
f r a m e s  d i r e c t l y  w i t h  a ma x i mu m A- D s a m p l i n g  f r e q u e n c y  o f  
50 k H z ;  t o  e n a b l e  d i g i t i s a t i o n  o f  s t i l l  p i c t u r e s ,  t h e  
i m a g e  m a t r i x  m u s t  be b u i l t  up o v e r  a s e t  o f  s u c c e s s i v e  
f r a m e s  a t  a r a t e  d e p e n d e n t  on t h e  c a p a b i l i t y  o f  t h e  
c o m p u t e r .  A p p e n d i x  B d e s c r i b e s  t h e  d e s i g n ,  c o n s t r u c t i o n  
a n d  p e r f o r m a n c e  o f  a s m a l l  t r a c k  and  h o l d  a m p l i f i e r  f o r  
u s e  w i t h  t h e  c a m e r a ,  m a k i n g  a c c u r a t e  d i g i t i s a t i o n  o f  t h e  
v i d e o  o u t p u t  p o s s i b l e .
T h e  c a m e r a  o p e r a t e s  on 625  l i n e  s t a n d a r d  w i t h  2 : 1  
r a n d o m  i n t e r l a c e .  We w i s h  t o  c h o o s e  2 56  l i n e s  f r o m  t h e
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p o s s i b l e  31 2  i n  e a c h  f i e l d ,  a n d  n e g l e c t  t h e  + 1 l i n e  
u n c e r t a i n t y  i n  s u c c e s s i v e  f i e l d s .  To t h i s  e n d ,  s o f t w a r e  
d e t e c t s  a n d  s k i p s  t h e  f i r s t  32 l i n e s  i n  e a c h  f i e l d ,  so 
t h a t  t h e  i m a g e  m a t r i x  i s  c o m p o s e d  f r o m  l i n e s  33 t o  288 
i n  e a c h  f i e l d .  The  o p e r a t i o n  o f  t h e  t r a c k  and  h o l d  
a m p l i f i e r  i s  s u c h  t h a t  o n e  c o l u m n  o f  p i x e l s  i s  d i g i t i s e d  
i n  e a c h  f i e l d .  C o n s e q u e n t l y ,  d i g i t i s a t i o n  t a k e s  p l a c e  
o v e r  25 6  s u c c e s s i v e  f i e l d s ,  o r  a p p r o x i m a t e l y  5 s e c o n d s .  
( T h e  u s e r  i s  r e f e r r e d  t o  a p p e n d i x  B,  w h i c h  s h o u l d  be 
r e a d  b e f o r e  a t t e m p t i n g  t o  u s e  t h e  v i d i c o n  c a m e r a  s y s t e m )  
I t  f o l l o w s  t h a t  a n y  p i c t u r e  t o  be d i g i t i s e d  m u s t  r e m a i n  
' f r o z e n '  f o r  a t  l e a s t  t h i s  p e r i o d  o f  t i m e .  The  d i g i t i s ­
a t i o n  p r o c e s s  c a n  be s e e n  b y  u s i n g  t h e  E . M . I .  CCTV m o n i t o r  
c o n n e c t e d  t o  t h e  o u t p u t  o f  t h e  t r a c k  and  h o l d  a m p l i f i e r .  
I t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  m o n i t o r  i n  a n y  c a s e  f o r  
d e t e r m i n a t i o n  o f  c o r r e c t  f o c u s s i n g  and  i l l u m i n a t i o n  o f  
t h e  t a r g e t .
T h e  c o m p u t e r  u s e s  t h r e e  i n p u t s  and  s u p p l i e s  o n e  o u t p u t  
t o  t h e  v i d i c o n  s y s t e m ,  as  f o l l o w s : -
a )  V i d e o  o u t p u t  o f  t r a c k  and  h o l d  amp.  t o  A - D c h a n n e l  J3.
b )  ' S a m p l e '  command o f  t r a c k  and  h o l d  amp .  t o  s c h m i t t  1.
c )  F r a m e  s y n c ,  p u l s e s  f r o m  c a m e r a  t o  s c h m i t t  2 ,
d )  O u t p u t  o f  DAC0 t o  r a mp  i n p u t  o f  t r a c k  and  h o l d  amp.
A. c o m p l e t e  c o n n e c t i o n  d i a g r a m  i s  s h o w n  i n  f  i g  . A 5 . A g a i n ,  
i t  i s  d e s i r a b l e  t o  v e r i f y  c o r r e c t  o p e r a t i o n  o f  t h e  t w o  
s c h m i t t  t r i g g e r s  i n  u s e ,  and  t o  a d j u s t  t h e  v i d e o  i n p u t
t o  l e s s  t h a n  _+ 1 v .  p - p .  Th e  s c h m i t t  i n p u t s  a r e  a d j u s t e d
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FIG. A .5: Connections for TV camera input
plotter
-ODAC0 
9  DAG I X-Y 
Q  plotter
interf oc e multiway cable 






FIG. A.7 Connections for 3-D display photographic recording
t o  t r i g g e r  on t h e  p o s i t i v e - g o i n g  e d g e  f o r  t h e  f r a m e - s y n c  
i n p u t ,  a n d  t h e  n e g a t i v e - g o i n g  e d g e  f o r  t h e  s a m p l e  c o mma n d ,  
V i d e o  a m p l i t u d e  i s  m o s t  c o n v e n i e n t l y  a d j u s t e d  b y  a c o m b i n ­
a t i o n  o f  t h e  c a m e r a  l e n s  a p e r t u r e  and i l l u m i n a t i o n  l e v e l .
OUTPUT DEVI CES
T h r e e  s e p a r a t e  o u t p u t  d e v i c e s  h a v e  b e c o me  i n v a l u a b l e  
d u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n .  A s i m p l e  i n t e r ­
f a c e  w h i c h  d r i v e s  a c o n v e n t i o n a l  X - Y  p l o t t e r  i s  u s e d  f o r  
g r a p h i c a l  o u t p u t ,  a n d  f o r  p l o t t i n g  o f  3 - D l i n e  s u r f a c e s  
( b u t  i s  r a t h e r  s l o w  a t  t h i s ) .  A c o m p u t e r - c o n t r o l l e d  
s t o r a g e  o s c i l l o s c o p e  i s  e x c e l l e n t  f o r  t h e  d i s p l a y  o f  
s u r f a c e s  a n d  i s  v e r y  f a s t .  F i n a l l y ,  a p r e c i s i o n  d i s p l a y  
o s c i l l o s c o p e  h a s  b e e n  w i d e l y  u s e d  f o r  t h e  d i s p l a y  o f  
g r a y - s c a l e  i m a g e s  and  f o r  t h e  p r e p a r a t i o n  o f  r e a s o n a b l y  
a c c u r a t e  p h o t o g r a p h i c  r e s u l t s .
X - Y  PLOTTER
A s i m p l e  i n t e r f a c e  i s  a v a i l a b l e  f o r  d r i v i n g  s t a n d a r d  
f l a t - b e d  X - Y  p l o t t e r s .  T h e  i n t e r f a c e  r e q u i r e s  t w o  D- A 
o u t p u t s  a n d  s u p p l i e s  X a n d  Y p o s i t i o n  and  p e n  u p / d o w n  
c o mma n d s  t o  t h e  p l o t t e r  v i a  a m u l t i c o r e  c a b l e .  The  
p l o t t i n g  s o f t w a r e  a l l o w s  t h e  u s e r  t o  s c a l e  t h e  s i z e  o f  
o u t p u t  u s i n g  t h e  X a n d  Y s h i f t  and  g a i n  c o n t r o l s  on t h e  
p l o t t e r .  The  p l o t t e r  p e n  i s  f i r s t  p o s i t i o n e d  i n  t h e  
c e n t r e  o f  t h e  p l o t  a r e a  a n d  t h e  s h i f t  c o n t r o l s  u s e d  t o  
c e n t r e  t h e  p e n  as  r e q u i r e d ;  t h e  pen  i s  t h e n  p o s i t i o n e d  
t o  t h e  t o p  l e f t  o f  t h e  p l o t  a r e a  a n d  t h e  g a i n  c o n t r o l s  
u s e d  t o  s e t  t h e  s i z e  and  a s p e c t  r a t i o  o f  t h e  p l o t .
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A c o n n e c t i o n  d i a g r a m  f o r  t h e  p l o t t e r  i s  s h o w n  i n  f i g , A 6 .
The  X - Y  p l o t t e r  i s  e x t r e m e l y  u s e f u l  f o r  h a r d  c o p i e s  
o f  g r a p h i c a l  d a t a  and  h a s  b e e n  u s e d  e x t e n s i v e l y  f o r  t h i s  
p u r p o s e  .
STORAGE OSCI LLOSCOPE
A T e k t r o n i x  m o d e l  VT01 s t o r a g e  t u b e  d i s p l a y  i s  an 
e x i s t i n g  p a r t  o f  t h e  c o m p u t e r  h a r d w a r e .  I n  a d d i t i o n  t o  
d i s p l a y i n g  s e c t i o n s  o f  a l p h a n u m e r i c  l i s t i n g s  r a p i d l y ,  
t h e  d i s p l a y  may a l s o  be p r o g r a m m e d  t o  d i s p l a y  g r a p h i c a l  
d a t a .  I t s  c a p a b i l i t i e s  i n c l u d e  p o i n t  p l o t t i n g ,  g e n e r ­
a t i o n  o f  s h o r t  o r  l o n g  l i n e s  b e t w e e n  t w o  s p e c i f i e d  
p o i n t s ,  and  t h e  g e n e r a t i o n  o f  c i r c l e s  o r  a r c s  o f  s p e c i f i e d  
r a d i u s  a n d  a n g l e .  A m a t r i x  o f  1024  x 1024  p o i n t s  may be 
a d d r e s s e d  b y  t h e  s o f t w a r e ,  a l t h o u g h  n o t  a l l  o f  t h e s e  
p o i n t s  l i e  w i t h i n  t h e  v i s i b l e  a r e a  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  
s c r e e n  .
S o f t w a r e  e x i s t s  ( a p p e n d i x  D) t o  e n a b l e  p l o t t i n g  o f  
g r a p h i c a l  d a t a  on t h e  VDU a t  h i g h  s p e e d ,  and  a l s o  t o  p l o t  
i m a g e  d a t a  as  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  s u r f a c e .  T h i s  l a t t e r  
a l s o  e r a s e s  h i d d e n  l i n e s  a n d  h a s  p r o v e d  i n v a l u a b l e  f o r  
t h e  d i s p l a y  o f  f i l t e r  e n v e l o p e s ,  p o i n t  s p r e a d  f u n c t i o n s  
a n d  d i s p l a y  o f  c e r t a i n  t y p e s  o f  i m a g e r y ,  m o s t  n o t a b l y  
s e c t i o n s  o f  s o n a r  r e c o r d .
The  3 - D  d i s p l a y  r o u t i n e s  a r e  n o v e l  i n  n a t u r e ,  i n
p r o v i d i n g  t h e  f a c i l i t y  f o r  e r a s u r e  o f  h i d d e n  d e t a i l
w i t h o u t  t h e  u s e  o f  e x t e n s i v e  a r i t h m e t i c ,  a l l o w i n g  h i g h ­
s p e e d  d i s p l a y .  I n  p r a c t i c e ,  t h e  d i s p l a y  t i m e  i s
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r e s t r i c t e d  b y  t h e  w r i t i n g  s p e e d  o f  t h e  VDU r a t h e r  t h a n  
s o f t w a r e  s p e e d .  F o r  a 256  x 2 5 6  i m a g e  m a t r i x ,  t h i s  t i m e  
i s  t y p i c a l l y  10 s e c o n d s .  A b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  3 - D  
d i s p l a y  a l g o r i t h m  i s  g i v e n  i n  a p p e n d i x  C.
A p h o t o g r a p h i c  h a r d - c o p y  s y s t e m  h a s  a l s o  b e e n  b u i l t  
f o r  u s e  w i t h  t h e  d i s p l a y .  The  " K V 8 E R e m o t e  A c c e s s "  
i n t e r f a c e  p r o v i d e s  X & Y p o s i t i o n  and  Z i n t e n s i f i c a t i o n  
s i g n a l s  f r o m  t h e  d i s p l a y  w h i c h  may be u s e d  t o  d r i v e  t h e  
6 02  d i s p l a y  o s c i l l o s c o p e  d e s c r i b e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
s e c t i o n .  T h u s ,  p h o t o g r a p h i c  r e c o r d i n g  o f  t h e  d i s p l a y  
o u t p u t  may be made u s i n g  e i t h e r  p o l a r o i d  f i l m  o r  35 mm 
t r a n s p a r e n c i e s .  The  f r o n t i s p i e c e  i s  an e x a m p l e  o f  t h e  
u s e  o f  t h i s  t e c h n i q u e .  A c o n n e c t i o n  d i a g r a m  f o r  t h e  
h a r d - c o p y  i s  s h o wn  i n  f i g . A T .
P R E C I S I O N  OSCI LLOSCOPE
The p r e p a r a t i o n  o f  h i g h - q u a l i t y  c o m p u t e r - g e n e r a t e d  
p h o t o g r a p h s  r e q u i r e s  a r e l a t i v e l y  h i g h - p r e c i s i o n  o u t p u t  
m e d i u m .  W h i l s t  m o s t  l a b o r a t o r y  o s c i l l o s c o p e s  p r o v i d e  
e x c e l l e n t  p o s i t i o n a l  a c c u r a c y  o f  t h e  s p o t ,  v e r y  f e w  a l s o  
o f f e r  a g o o d  z - m o d u l a t i o n  p e r f o r m a n c e .  I n  m o s t  c a s e s  
t h i s  a m o u n t s  t o  l i t t l e  m o r e  t h a n  an ' o n - o f f '  s p e c i f i c ­
a t i o n  an d  a t  b e s t ,  t h e  d i s a d v a n t a g e s  o f  h i g h  n o n l i n e a r  i t  y 
a n d  a . c .  c o u p l e d  i n p u t s  m i l i t a t e  a g a i n s t  t h e i r  u s e  f o r  
i m a g e  o u t p u t .
T he  i d e a l  r e q u i r e m e n t s  f o r  a c c u r a t e  r e p r o d u c t i o n  o f
c o n t i n u o u s - t o n e  i m a g e s  a r e  a r e a s o n a b l y  l i n e a r  ( a n d  
p r e f e r a b l y  d . c .  c o u p l e d )  z - a x i s  a m p l i f i e r ,  a l o w
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p e r s i s t e n c e  p h o s p h o r ,  f l a t  t u b e  f a c e ,  a n d  r e l a t i v e l y  
i n a c c e s s i b l e  X and  Y s h i f t  a n d  g a i n  c o n t r o l s .  The  
r e q u i r e m e n t s  f o r  X and  Y l i n e a r i t y  a r e ,  b y  c o m p a r i s o n  
w i t h  l a b o r a t o r y  i n s t r u m e n t s ,  o f  s e c o n d a r y  i m p o r t a n c e .
One i n s t r u m e n t  w h i c h  i s  a r e a s o n a b l e  l o w - c o s t  c o m p r o m i s e  
i s  t h e  T e k t r o n i x  m o d e l  602  d i s p l a y  o s c i l l o s c o p e .  T h i s  
d e v i c e  h a s  f i x e d - g a i n  X,  Y a n d  Z a m p l i f i e r s ,  a l l  d . c .  
c o u p l e d ,  and  t h e  f e w  c o n t r o l s  r e q u i r e d  ( f o c u s ,  b r i g h t ­
n e s s  a n d  X a n d  Y p o s i t i o n )  a r e  a l l  s i t u a t e d  u n d e r  a 
c o v e r ,  w e l l  a wa y  f r o m  i t c h i n g  f i n g e r s .  Once  s e t  up i t  
h a s  a v e r y  s t a b l e  p o s i t i o n a l  a n d  i n t e n s i t y  p e r f o r m a n c e ,  
g u a r a n t e e i n g  r e p e a t a b l e  r e s u l t s  a f t e r  a s h o r t  w a r m - u p  
p e r i o d .  I t  h a s  t h e r e f o r e  b e e n  u s e d  t h r o u g h o u t  as  t h e  
m a i n  s o u r c e  o f  i m a g e  o u t p u t  b o t h  f o r  d i r e c t  v i e w i n g  and  
f o r  p h o t o g r a p h i c  r e c o r d i n g .
A s s o c i a t e d  w i t h  t h e  d i s p l a y  a r e  t h r e e  a t t e n u a t o r s ,  
o n e  f o r  e a c h  a x i s ,  u t i l i s i n g  t e n - t u r n  p o t e n t i o m e t e r s  t o  
e n a b l e  a c c u r a t e  s e t t i n g s  t o  be  m a i n t a i n e d .  A p h o t o g r a p h  
o f  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m  i s  s h o w n  i n  f i g . A B .
The  d i s p l a y  r e q u i r e m e n t s  when  o u t p u t  i s  r e q u i r e d  
f o r  d i r e c t  v i e w i n g  a r e  c l e a r l y  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  
r e q u i r e m e n t s  f o r  p h o t o g r a p h i c  r e c o r d i n g .  I n  t h e  f i r s t  
c a s e ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  o u t p u t  t h e  i m a g e  r e p e t i t i v e l y  
as  f a s t  as  p o s s i b l e ,  w h i l s t  i n  t h e  s e c o n d  c a s e  we w i s h  
t o  e n s u r e  t h a t  t r a n s l a t i o n  o f  e a c h  p i x e l  f r o m  a d i g i t a l  
v a l u e  t o  an o b s e r v a b l e  p h o t o g r a p h i c  d e n s i t y  i s  as  l i n e a r  
as  p o s s i b l e ,  s p e e d  c o n s i d e r a t i o n s  b e i n g  o f  v e r y  m i n o r
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i m p o r t a n c e .
To t h i s  e nd  t w o  s e p a r a t e  o u t p u t  p r o g r a m s  e x i s t .
I n  e a c h  c a s e  t h e  d i s p l a y  a t t e n u a t o r s  a r e  d r i v e n  f r o m  t h e  
same t h r e e  D- A c h a n n e l s .
F o r  d i r e c t  v i e w i n g ,  t w o  D- A c o n v e r t e r s  s u p p l y  X a nd  
Y p o s i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  w h i l s t  t h e  t h i r d  a p p l i e s  a v i d e o  
w a v e f o r m  f o r  t h e  Z a m p l i f i e r .  The  o u t p u t  s p e e d  i s  t h e n  
o n l y  a f u n c t i o n  o f  t h e  i n s t r u c t i o n  c y c l e  t i m e  o f  t h e  
c o m p u t e r  and  t h e  n u m b e r  o f  i n s t r u c t i o n s  r e q u i r e d  t o  
o u t p u t  e a c h  p i x e l .  U s i n g  t h e  P D P 8 / E ,  t h e  t i m e  t a k e n  t o  
o u t p u t  a c o m p l e t e  256  x 2 5 6  m a t r i x  i s  a p p r o x i m a t e l y  1 % 
s e c o n d s .  I n  a d a r k e n e d  r o o m  t h i s  i s  a d e q u a t e  t o  a l l o w  
r e a l - t i m e  v i e w i n g  o f  t h e  i m a g e .
The  same m e t h o d  i s  u n s a t i s f a c t o r y  f o r  p h o t o g r a p h i c  
p u r p o s e s  h o w e v e r ,  b e c a u s e  t h e  p h o s p h o r  r i s e  t i m e  i s  
c o n s i d e r a b l y  l o n g e r  t h a n  t h e  t i m e  t a k e n  t o  o u t p u t  e a c h  
p i x e l  and  b e c a u s e  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  z a x i s  when  
m e a s u r e d  f r o m  d i g i t a l  i n p u t  t o  o u t p u t  i n t e n s i t y .  C l e a r l y  
a s c h e m e  i s  r e q u i r e d  w h e r e  t h e  d i g i t a l  i n p u t  c a n  be 
r e l a t e d  t o  an o u t p u t  f i l m  d e n s i t y  p r e c i s e l y  a n d  l i n e a r l y .  
The  m e t h o d  e v o l v e d  h e r e  i s  t o  u s e  a c o n s t a n t  ( b u t  
a r b i t r a r y )  i n t e n s i t y  s p o t  w h i c h  i s  b l a n k e d  b e t w e e n  p i x e l s  
an d  t o  v a r y  t h e  d u r a t i o n  o f  i n t e n s i f i c a t i o n  a c c o r d i n g  t o  
t h e  r e q u i r e d  o u t p u t  b r i g h t n e s s .  I f  t h e  o u t p u t  d u r a t i o n s  
a r e  c o n s i d e r a b l y  i n c r e a s e d  t o  r e d u c e  t h e  e f f e c t  o f  
p h o s p h o r  r i s e - t i m e s  t h i s  t e c h n i q u e  i m m e d i a t e l y  e l i m i n a t e s
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a l l  s t a g e s  o f  n o n l i n e a r i t y ,  f r o m  t h e  i n t e r n a l  d i g i t a l  
b r i g h t n e s s  v a l u e  r i g h t  up t o  t h e  p h o s p h o r  o u t p u t  
b r i g h t n e s s .  I n  t h i s  w a y ,  t h e  f i l m  e x p o s u r e  c a n  be 
r e l a t e d  t o  t h e  d i g i t a l  i n p u t  p r e c i s e l y  b y  me a n s  o f  a 
t i m i n g  l o o p  w h i c h  v a r i e s  t h e  i n t e n s i f i c a t i o n  o f  t h e  
s p o t  i n  d i r e c t  p r o p o r t i o n  t o  t h e  i n p u t  n u m b e r .  T h i s  
g r e a t l y  s i m p l i f i e s  t h e  p r o b l e m  o f  a c c u r a t e  o u t p u t  s i n c e  
i t  o n l y  r e m a i n s  t o  l i n e a r i s e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  c u r v e  
f o r  t h e  f i l m  u s e d .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  m e t h o d  p r o d u c e s  
h i g h l y  r e p e a t a b l e  o u t p u t  b y  t h e  s i m p l e  e x p e d i e n t  o f  
m a i n t a i n i n g  t h e  beam c u r r e n t  w h i c h  i s  a d j u s t e d  u s i n g  
t h e  b r i g h t n e s s  c o n t r o l .  T h i s  m e t h o d  i s  c a p a b l e  o f  
d i s p l a y i n g  a 256  x 256  i m a g e  m a t r i x  o f  a v e r a g e  b r i g h t n e s s  
i n  a b o u t  30 s e c o n d s .
C o m p e n s a t i o n  f o r  t h e  e x p o s u r e  c u r v e  o f  t h e  c h o s e n  
f i l m  u n d e r  t h e  p r o c e s s i n g  c o n d i t i o n s  u s e d  was  a c h i e v e d  
b y  t h e  f o l l o w i n g  m e t h o d .  F i r s t l y ,  a s e t  o f  l i n e a r  
g r a y s c a l e s  was  o u p u t  d i r e c t l y ,  u n d e r  a s e t  o f  d i f f e r e n t  
beam c u r r e n t s  and  z - a x i s  g a i n s .  ( T h e  r a t i o  o f  i n t e n s i ­
f i c a t i o n  t i m e s  b e t w e e n  t h e  b r i g h t e s t  and  d i m m e s t  p o s s i b l e  
p i x e l s  was  s e t  t o  be 5 1 2 - r e s u l t i n g  i n  a r a n g e  o f  Log  E 
o f  2 . 7  u n i t s  w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  ma x i mu m u s e f u l  
r a n g e  f o r  t h e  f i l m  u s e d ) .  Th e  f i l m  was  t h e n  p r o c e s s e d  
u s i n g  t h e  t e c h n i q u e  d e s c r i b e d  l a t e r .  Ea c h  g r a y s c a l e  was  
m e a s u r e d  on a J o y c e - L o e b l  s c a n n i n g  d e n s i t o m e t e r  u s i n g  a 
r e l a t i v e l y  l a r g e  s p o t  t o  m i n i m i s e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
d i s c r e t e  p i x e l s  o f  t h e  d i g i t a l  i m a g e .  The  o b j e c t i v e  o f
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t h i s  was  t o  f i n d  a s e t  o f  i n p u t  c o n d i t i o n s  ( b e a m 
c u r r e n t ,  z - g a i n  and  t h e  c a m e r a  s t o p  n u m b e r )  w h i c h  
r e s u l t e d  i n  o p t i m a l  max i mum a nd  m i n i m u m  m e a s u r e d  p h o t o ­
g r a p h i c  d e n s i t i e s  -  0 . 2 5  t o  1 . 5  a p p r o x i m a t e l y .  An 
i n v e r s e  c u r v e  was  t h e n  c o n s t r u c t e d  and  t h i s  c u r v e  was  
i m p l e m e n t e d  as  a l o o k u p  t a b l e  t h r o u g h  w h i c h  a l l  s u b ­
s e q u e n t  i m a g e s  w e r e  p a s s e d  b e f o r e  o u t p u t .  D i f f i c u l t y  
was  e x p e r i e n c e d  a t  t h e  u p p e r  an d  l o w e r  d e n s i t y  l i m i t s  
b u t  e v e n t u a l l y  a c o m p r o m i s e  was  r e a c h e d .  The  d i r e c t -  
o u t p u t  g r a y s c a l e  c h o s e n  an d  t h e  g r a y s c a l e  o u t p u t  v i a  t h e  
c o m p e n s a t i o n  l o o k u p  t a b l e  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  f i g s . A 9 a  
a n d  A9b .
PHOTOGRAPHI C PROCESSI NG
I f  t h e  a d v a n t a g e s  g a i n e d  f r o m  u s e  o f  t h e  o u t p u t  
p r o c e d u r e s  d e s c r i b e d  a b o v e  a r e  t o  be m a i n t a i n e d  i t  i s  
a b s o l u t e l y  e s s e n t i a l  t h a t  t h e  s u b s e q u e n t  p h o t o g r a p h i c  
p r o c e s s i n g  i s  c a r r i e d  o u t  u n d e r  t h e  m o s t  c a r e f u l l y  
c o n t r o l l e d  c o n d i t i o n s  p o s s i b l e ,  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  t y p e  
o f  e q u i p m e n t  a v a i l a b l e .  Two f a c t o r s  w h i c h  a i d  i n  t h e  
r e p e a t a b i l i t y  o f  p r o c e s s i n g  a r e  t h e  u s e  o f  l o w  t e m p e r ­
a t u r e s  a n d  d i l u t e d  d e v e l o p e r  ( d i s c a r d e d  a f t e r  f i r s t  use% 
b o t h  o f  w h i c h  i n c r e a s e  t h e  d e v e l o p m e n t  t i m e .  The 
f o l l o w i n g  p r o c e d u r e  and  s e t t i n g s  h a v e  b e e n  r i g i d l y  
a d h e r e d  t o  t h r o u g h o u t ,
a ) CHOI CE OF F I L M
T h e  602  d i s p l a y  has  a P 3 1 - t y p e  p h o s p h o r .  T h i s  i s  





s p e c t r a l  o u t p u t  a t  550  nm,  w i t h  u s e f u l  o u t p u t  b e t w e e n  
a b o u t  4 5 0 - 6 0 0  nm.  An o r t h o c h r o m a t i c  e m u l s i o n  i s  
t h e r e f o r e  s a t i s f a c t o r y  f o r  t h i s  a p p l i c a t i o n .  T h e  KODAK 
2 4 9 5  RAR f i l m  ( r e f . 1 2 8 )  was  c h o s e n  f o r  r e c o r d i n g ;  i t s  
p r i n c i p a l  a d v a n t a g e s  a r e  : -
i )  C o m p a t i b l e  s p e c t r a l  s e n s i t i v i t y  i n  t h e  r a n g e  5 0 0 - 6  00nm
i i )  D e v e l o p e d  s p e c i f i c a l l y  f o r  o s c i l l o g r a p h y  w i t h  a 
r a n g e  o f  p h o s p h o r s  i n c l u d i n g  P31 
i i i )  H i g h  s p e e d  ( a p p r o x i m a t e l y  300  ASA)  
i v ) May be  l o a d e d  u s i n g  a s u i t a b l e  r e d  s a f e - l i g h t  
V ) R e a d i l y  a v a i l a b l e  i n  p e r f o r a t e d  35mm f o r m a t  
V i ) P r o c e s s i n g  r e q u i r e s  o n l y  n o r m a 1 l y - a v a i l a b 1 e
c h e m i c a l s ,  e . g .  D 19 o r  D 7 6 d e v e l o p e r  and  r a p i d  f i x e r
b ) F I L M EXPOSURE
The d e p a r t m e n t  p o s s e s s e s  a R o l l e i c o r d  t w i n  l e n s  
r e f l e x  c a m e r a  c a p a b l e  o f  v e r y  h i g h  q u a l i t y  p h o t o g r a p h y .
T h i s  was  u s e d  t o g e t h e r  w i t h  a s u i t a b l e  s c o p e  h o o d  and 
c a m e r a  a d a p t o r ,  f o r  d i r e c t  i m a g e  r e c o r d i n g  f r o m  t h e  602 
s c r e e n .  T he  s y s t e m  was  s u f f i c i e n t l y  l i g h t - t i g h t  t o  a l l o w  
e x p o s u r e s  o f  up t o  1 m i n u t e s  u n d e r  n o r m a l  r o o m  l i g h t i n g .  
F i g . A I O  s h o w s  t h e  a r r a n g e m e n t  o f  c a m e r a  a n d  a d a p t o r .  I t  
i s  n e c e s s a r y  t o  e x e r c i s e  some c a r e  i n  t h e  c o r r e c t  p o s ­
i t i o n i n g  o f  t h e  i m a g e  w i t h i n  t h e  s c r e e n  a r e a  t o  e n s u r e  
p r o p e r  r e g i s t r a t i o n  w i t h  t h e  35mm f i l m .  I n  f i g . A l l  t h e  
e x a c t  d i m e n s i o n s  o f  t h e  c o r r e c t  i m a g e  s i z e  and  p o s i t i o n  
a r e  s h o w n .  I t  i s  t h e n  o n l y  n e c e s s a r y  t o  s e t  beam 
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F IG . A. 12 1 Connections for image output
v a l u e s  ( l i s t e d  b e l o w )  and  t o  t a k e  a t i m e  e x p o s u r e  d u r i n g  
o u t p u t  o f  o n e  c o m p l e t e  i m a g e  f r a m e ,  t o  a s s u r e  p r e c i s e  and  
r e p e a t a b l e  t r a n s p a r e n c i e s .  C o r r e c t  f o c u s s i n g  o f  t h e  
c a m e r a  c a n  be a s c e r t a i n e d  by  v i e w i n g  t h r o u g h  t h e  r a n g e -  
f i n d e r  d u r i n g  a t r i a l  o u t p u t  -  b u t  t h i s  s h o u l d  be k e p t  
s h u t  d u r i n g  e x p o s u r e s  t o  e l i m i n a t e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
s t r a y  l i g h t  f r o m  t h e  s e c o n d  l e n s  r e f l e c t i n g  f r o m  t h e  
s c r e e n .  A c o n n e c t i o n  s c h e m e  f o r  i m a g e  o u t p u t  i s  s h o wn  
i n  f i g . A 1 2 .
c ) PROCESSI NG
The m a k e r ' s  r e c o m m e n d e d  p r o c e d u r e  and  m a t e r i a l s  we r e  
u s e d  t h r o u g h o u t ,  u s i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l l y - d e t e r m i n e d  t i mes  
and  s e t t i n g s  n o t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  l i s t .
i  ) C a m e r a  and d i s p l a y  s e t t i n g s  
A p e r t u r e :  F 5 . 6
Z a t t e n u a t o r :  1.G t u r n s  c l o c k w i s e  f r o m  0 ( i m a g e
o u t p u t )
2. 5 " " " ( 3 - D
s u r f a c e  o u t p u t )
Beam c u r r e n t  ( m o n i t o r e d  by  DVM a c r o s s  602  o u t p u t ) :
3 3 . 0  v o l t s  ( i m a g e  o u t p u t
4 9 . 0  v o l t s  ( 3 - D  s u r f a c e  o u t p u t )
i  i ) D e v e l o p m e n t  o f  t r a n s p a r e n c i e s  
F i l m  t y p e :  KODAK RAR 2 4 9 5  o r t h o .  -  300  ASA
D e v e l o p e r :  KODAK D 7 6 .  D e v e l o p  f o r  9 . 0  m i n u t e s  w i t h  d i l u t ­
i o n  o f  1 : 1  f r o m  f u l l  s t r e n g t h  a t  20 _+ o . 5 ° C  
Use  d e v e l o p e r  o n l y  o n c e .
F i x e r :  KODAK RAPI D F I X E R .  F i x  f o r  1 . 5  m i n u t e s  w i t h  d i l u t i o n
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o f  1 : 3  f o r  f u l l  s t r e n g t h .  May be r e - u s e d  ( N o t e :  
a s t o p - b a t h  was  n o r m a l l y  u s e d  a f t e r  d e v e l o p m e n t )  
W a s h i n g :  Wash i n  r u n n i n g  w a t e r  f o r  a m i n i m u m  o f  15 m i n u t e s .
Ma x i mu m d e n s i t y  i s  t y p i c a l l y  1 . 5  -  1 . 7 ,  m i n i m u m
0 . 2 5  -  0 . 5 .
i i i )  D e v e l o p m e n t  o f  p r i n t s  
F i l m  t y p e :  I LFORD " I L F 0 5 P E E D "  r e s i n - b a c k e d  p a p e r ,  c o n t r a s t
g r a d e  2 ( n o r m a l )
E n l a r g e r  a p e r t u r e :  f 1 6  f o r  2 % " s q . p r i n t s ;  f 1 1 f o r  4 "
s q u a r e  p r i n t s .
E x p o s u r e  t i m e :  a p p r o x  8 s e c o n d s  ( u s i n g  e l e c t r o n i c  t i m e r )
D e v e l o p e r :  KODAK D 1 6 3 .  D e v e l o p  f o r  a p p r o x  1 . 5  m i n u t e s
w i t h  d i l u t i o n  1 : 3  a t  2 0 ° C .  _+ 1 ° C .
F i x e r :  I LFORD " I L F O F I X "  f o r  a m i n i m u m  o f  5 m i n u t e s  a t
1 : 2 d i l u t i o n .  Wash a c c o r d i n g  t o  t i m e  a v a i l a b l e .  
( M i n i m u m  5 m i n u t e s )
POLAROI D F I L M
A P o l a r o i d  f l a t - p a c k  c a m e r a  w i t h  an i n t e g r a l  ’ s c o p e  
h o o d  i s  a l s o  a v a i l a b l e .  T h i s  u s e s  p o l a r o i d  t y p e  107 f i l m  
( s p e e d  a p p r o x  3 0 0 0 A S A )  and  h a s  a f i x e d  a p e r t u r e .  
R e a s o n a b l e  r e s u l t s  may be o b t a i n e d  u s i n g  a r e d u c e d  beam 
i n t e n s i t y  ( t y p i c a l l y  3 1 - 3 2  v o l t s )  when  q u i c k  o u t p u t  i s  
r e q u i r e d .  R e s u l t s  a r e  a c c e p t a b l e  f o r  g r a p h i c a l  a nd  3 - D 
d a t a .  The  d y n a m i c  r a n g e  o f  p o l a r o i d  p r i n t s  i s  w o r s e  
t h a n  c o n v e n t i o n a l  p r i n t s ,  much  w o r s e  t h a n  35mm t r a n s ­
p a r e n c i e s .  P o l a r o i d  p r i n t s  a r e  e x p e n s i v e !
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APPENDI X B;  A TRACK AND HOLD UNI T  FOR COMPUTER I NPUT 
V I A  CONVENTI ONAL V I D I C ON  T . V .  CAMERA
REQUI REMENTS
625 l i n e - s t a n d a r d  T . V .  s y s t e m s  us e  a 2 : 1  i n t e r l a c e  
s c a n n i n g  s y s t e m .  T h e r e  a r e  t w o  3 12% l i n e  f i e l d s  p e r  
f r a m e  and  25 f r a m e s  p e r  s e c o n d .  The  i n t e r l a c e  may be 
e i t h e r  r a n d o m  o r  s y n c h r o n i s e d  d e p e n d i n g  on t h e  s y s t e m  
u s e d .  S y n c h r o n i s e d  i n t e r l a c i n g  e n s u r e s  t h a t  l i n e s  i n  t h e  
s e c o n d  f i e l d  a r e  h e l d  e x a c t l y  h a l f w a y  b e t w e e n  t h o s e  i n  
t h e  f i r s t  f i e l d ,  w h i l s t  r a n d o m  i n t e r l a c e  e f f e c t i v e l y  
a l l o w s  t h e  3 12% l i n e s  o f  e a c h  f i e l d  t o  d r i f t  w i t h  an 
u n c e r t a i n t y  o f  on e  l i n e  s p a c i n g  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  f i e l d s  
i . e .  e a c h  f i e l d  c a n  be e f f e c t i v e l y  c o n s i d e r e d  t o  be a 
312% l i n e  f r a m e .
The L i n k  c a m e r a  u s e d  e m p l o y s  r a n d o m  i n t e r l a c e .  I t  
f o l l o w s  t h a t ,  p r o v i d e d  t h e  one  l i n e  j i t t e r  e n c o u n t e r e d  i s  
c o n s i d e r e d  a c c e p t a b l y  s m a l l ,  256 l i n e s  c a n  be  s e l e c t e d  f r o m 
t h e  p o s s i b l e  312  f o r  d i g i t i s a t i o n ,  so  t h a t  a r e a s o n a b l y  
l a r g e  p r o p o r t i o n  o f  t h e  s c a n n e d  a r e a  w i l l  be  d i g i t i s e d .
A t  50 f i e l d s  p e r  s e c o n d  e a c h  l i n e  o c c u p i e s  a p p r o x i m a t e l y  
64 u s .  F u r t h e r m o r e ,  f o r  a 1 : 1  a s p e c t  r a t i o ,  25 6  p i c t u r e  
s a m p l e s  m u s t  be d i g i t i s e d  i n  a p p r o x i m a t e l y  (2 56/ 31 2)  x 64 us
i . e .  a p p r o x i m a t e l y  50 us p e r  l i n e  o r  2 0 0 n s p e r  samp l e .  T h i s  
i s  c l e a r l y  n o t  p o s s i b l e  w i t h  g e n e r a l - p u r p o s e  c o m p u t e r s  where 
t h e  o b j e c t i v e  i s  t o  s t o r e  p i x e l s  i n  c o r e  b u f f e r s  p r i o r  t o  
t r a n s f e r  t o  d i s k .  I n d e e d  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a me mo r y  c a p ­
a b l e  o f  s t o r i n g  i m a g e  da t a  w i t h  an a c c e s s  t i m e  o f  l e s s  
t h a n  20 0  ns  and  a c a p a c i t y  o f  6 4 K w o r d s  o f  ( t y p i c a l l y )
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8 o r  12 b i t s  i s  s t i l l  an e x p e n s i v e  u n d e r t a k i n g ;  F a s t e s t  
MÜ5 m e m o r y  w i t h  TTL  c o m p a t i b l e  o u t p u t s  i s  s t i l l  l i m i t e d  
t o  a b o u t  2 5 0  ns  and  b i p o l a r  me mo r y  i s  g e n e r a l l y  o f  
s m a l l e r  c a p a c i t y ,  m o r e  e x p e n s i v e  a n d  r e q u i r e s  m o r e  p o w e r .  
CCD m e m o r y  i s  n o t  y e t  s u f f i c i e n t l y  r e l i a b l e ,  and  i n  a n y  
c a s e  s u f f e r s  f r o m  t h e  same d i s a d v a n t a g e s  o f  r e f r e s h i n g  
c y c l e s  i n h e r e n t  i n  o t h e r  d y n a m i c  m e m o r i e s .
I n  t h e  c a s e  o f  t h e  PDF 8 / E ,  t h e  A- D s a m p l e  a c q u i s ­
i t i o n  t i m e  i s  5 us  and  t o t a l  c o n v e r s i o n  t i m e  i s  20 u s .  
A l s o ,  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  o f  p r o g r a m  i n s t r u c t i o n s  r e q u i r e d  
t o  s t a r t  c o n v e r s i o n ,  u p d a t e  t h e  d a t a  b u f f e r  an d  b o o k ­
k e e p i n g  ( l o o p  c o u n t e r ,  s a m p l e  t r i g g e r  e t c ) ,  and  s t o r e  t h e  
new s a m p l e  me a n s  t h a t  i t  i s  i m p o s s i b l e ,  u s i n g  p r o g r a m m e d  
I / O ,  t o  a c q u i r e  s a m p l e s  a t  g r e a t e r  r a t e s  t h a n  a b o u t  
30 k H z .  E v i d e n t l y  i t  i s  j u s t  p o s s i b l e  t o  a c q u i r e  one  
s a m p l e  on e a c h  r a s t e r  l i n e .
A d e v i c e  i s  t h e r e f o r e  r e q u i r e d  w h i c h  w i l l  h o l d  t h e  
a n a l o g u e  l i n e  o u t p u t  a t  a p r e - s p e c i f i e d  p o i n t  on e a c h  l i n e  
f o r  a b o u t  30 u s ,  f o r  s a m p l i n g  by  t h e  c o m p u t e r .  The h o l d  
p o s i t i o n  m u s t  be a c c u r a t e l y  a n d  r e p e a t a b l y  d e f i n e d  
r e l a t i v e  t o  e a c h  l i n e  s y n c ,  p u l s e  so t h a t  t h e r e  i s  a 
m i n i m u m  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  s a m p l i n g  p o s i t i o n  h o r i z o n t a l l y  
on e a c h  s u c c e s s i v e  l i n e .  P r o v i s i o n  m u s t  be made t o  v a r y  
t h e  h o r i z o n t a l  s a m p l i n g  p o s i t i o n  u s i n g  an i n p u t  v o l t a g e  
l e v e l ,  f r o m  a p p r o x i m a t e l y  10% l i n e  p e r i o d  t o  90% l i n e  
p e r i o d .  The  s a m p l i n g  m e c h a n i s m  m u s t  h a v e  a l o w  o f f s e t  
f r o m  t h e  s a m p l e d  a n a l o g u e  i n p u t ,  and  s h o u l d  i d e a l l y
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h a v e  a v e r y  f a s t  a p e r t u r e .  F i n a l l y ,  an o u t p u t  m u s t  be 
p r o v i d e d  t o  n o t i f y  t h e  c o m p u t e r  t h a t  a s a m p l e  h a s  b e e n  
t a k e n .  T h e s e  a r e  t h e  b a s i c  r e q u i r e m e n t s  w h i c h  a r e  s a t ­
i s f i e d  b y  t h e  u n i t  d e s c r i b e d  b e l o w .
DESI GN
One me a n s  o f  s a t i s f y i n g  t h e s e  r e q u i r e m e n t s  i s  t o  
b u i l d  a h i g h  s p e e d  t r a c k  a n d  h o l d  u n i t .  T h i s  d e v i c e  
w o u l d  n o r m a l l y  a c t  as  a u n i t y  g a i n  h i g h  b a n d w i d t h  v i d e o  
b u f f e r ,  b u t  when  c o mma n d e d  t o  do so w o u l d  h o l d  t h e  
a n a l o g u e  v o l t a g e  f o r  a p r e d e t e r m i n e d  p e r i o d  o f  t i m e .
S u c h  a d e v i c e  may be s p l i t  i n t o  t w o  s e c t i o n s ,  a c o n t r o l  
u n i t ,  d e t e r m i n i n g  when  t h e  h o l d  mode c o m m e n c e s ,  and  f o r  
how l o n g ,  a n d  a h i g h  s p e e d  v o l t a g e  f o l l o w e r  w i t h  a 
h o l d i n g  f a c i l i t y .
The t r a c k  an d  h o l d  u n i t  d e s c r i b e d  d e t e c t s  a p o i n t  on 
e a c h  s u c c e s s i v e  h o r i z o n t a l  r a s t e r  l i n e  d u r i n g  e a c h  f i e l d  
a c c o r d i n g  t o  a r e f e r e n c e  v o l t a g e  f r o m  an e x t e r n a l  s o u r c e  
( t h e  c o m p u t e r  D- A o u t p u t ) ,  an d  u s e s  t h i s  t o  i n i t i a t e  a 
c h a n g e  f r o m  t r a c k  t o  h o l d  made a t  t h a t  p o i n t  on e a c h  l i n e  
T he  v i d e o  i n f o r m a t i o n  ( v o l t a g e  l e v e l )  a t  t h a t  p o i n t  i s  
t h e n  h e l d  f o r  a b o u t  30 u s ,  a n d  a s i g n a l  s e n t  t o  t h e  
c o m p u t e r  so  t h a t  t h e  A - D  h a s  30 us  i n  w h i c h  t o  t a k e  t h e  
s a m p l e .  T h u s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  1 s a m p l e  f r o m  
e a c h  o f  312  l i n e s  d u r i n g  1 f i e l d  p e r i o d  o f  20 ms .  I f  
t h e  r e f e r e n c e  v o l t a g e  i s  t h e n  i n c r e a s e d ,  a new s e t  o f  
s a m p l e s  v e r t i c a l l y  b e l o w  e a c h  o t h e r  w i l l  be  t a k e n  d u r i n g
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t h e  n e x t  f i e l d ,  d i s p l a c e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s e t  b y  a 
d i s t a n c e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s t e p  i n c r e a s e  i n  t h e  r e f e r ­
e n c e  v o l t a g e .
A m a t r i x ^ p i c t u r e  e l e m e n t s  c a n  t h e r e f o r e  be d i g i t i s e d  
b y  a p p l y i n g  a s t a i r c a s e  r e f e r e n c e  w i t h  a s t e p  i n c r e a s e  
a t  t h e  end  o f  e a c h  f i e l d ,  t h e  s i z e  o f  s t e p  d e t e r m i n i n g  
t h e  h o r i z o n t a l  r e s o l u t i o n ,  a n d  t h e  n u m b e r  o f  s t e p s  t h e  
s i z e  o f  a r r a y  i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n .  A 25 6  x 256  
i m a g e  w o u l d  r e q u i r e  a r e f e r e n c e  s t a i r c a s e  o f  25 6  s t e p s ,  
256  o f  t h e  312  l i n e s  b e i n g  s e l e c t e d  f o r  d i g i t i s a t i o n .  
S i n c e  b o t h  f r a m e  s y n c ,  p u l s e s  and  s a m p l e  c o mma n d s  a r e  
d e t e c t e d  b y  t h e  c o m p u t e r ,  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  s o f t w a r e  t o  
d e t e c t  an d  i g n o r e  an a r b i t r a r y  n u m b e r  o f  l i n e s  a t  t h e  
s t a r t  o f  e a c h  f i e l d  b e f o r e  s a m p l i n g  t h e  n e x t  2 5 6 .  
C u r r e n t l y ,  s o f t w a r e  s k i p s  t h e  f i r s t  32 l i n e s  ( t e s t s  showed 
t h a t ,  on a v e r a g e ,  25 l i n e s  f e l l  i n  t h e  d e a d b a n d ) ,  e n s u r i n g  
o n l y  l i n e s  w i t h  r e a l  i m a g e  c o n t e n t  a r e  s a m p l e d .
R e f e r e n c e  t o  t h e  c i r c u i t  d i a g r a m  ( f i g . B I ) w i l l  be 
u s e f u l  i n  t h e  f o l l o w i n g  d e s c r i p t i o n .
CONTROL BOARD
The h o r i z o n t a l  s a m p l i n g  p o s i t i o n  i s  d e t e r m i n e d  b y  
c o m p a r i n g  t h e  o u t p u t  o f  a l i n e a r  r a mp  g e n e r a t o r  s y n c h ­
r o n i s e d  t o  t h e  c a m e r a  l i n e  s y n c ,  p u l s e s  w i t h  a r e f e r e n c e  
i n p u t  v o l t a g e  u s i n g  a h i g h  s p e e d  c o m p a r a t o r .  F o r  g o o d  
r e p e a t a b i l i t y ,  i t  i s  e s s e n t i a l  t o  h a v e  an a c c u r a t e l y  







o ut p u t ^
re fer e  nee
c o m p a r a t o r  & shaper
FET swi tch  
' V  ,
+  ISv.
holding amp.
low z o/p __
b u f f e r
OF 720 A
H -------------------------+ IT v .
n e g a t i v e  
FET swi tch
F I G .  B.l : Link T V  c a m e r a  t r a c k  and h o l d  u n i t
l i n e a r  r a m p .  The  f i r s t  c r i t e r i o n  i s  me t  b y  t h e  u s e  o f  
a h i g h  s p e e d  me d i u m  p o w e r  s w i t c h ,  t h e  s e c o n d  by  u s e  o f  
an o p - a m p  r a mp  g e n e r a t o r  w h e r e  t h e  u s e  o f  a c o n s t a n t  
c u r r e n t  s o u r c e  and  z e n e r  d i o d e  b o o t s t r a p  e n s u r e s  a h i g h  
d e g r e e  o f  l i n e a r i t y .  Th e  h o l d  mode c o m m e n c e s  wh en  t h e  
r a mp  v o l t a g e  e x c e e d s  t h e  r e f e r e n c e ,  so t h a t  t h e  e n t i r e  
u n i t  a c t s  as  a v o l t a g e  f o l l o w e r  t o  t h e  v i d e o  wh e n  t h e  
r e f e r e n c e  i s  s e t  l o w e r  t h a n  t h e  m i n i m u m  r a mp  l e v e l .
A s m a l l  a m o u n t  o f  h y s t e r e s i s  i s  a d d e d  t o  e n s u r e  t h a t  
o s c i l l a t i o n s  do n o t  o c c u r  d u r i n g  t h e  c r o s s o v e r  p e r i o d .
T h e  c o m p a r a t o r  o u t p u t  i s  u s e d  t o  t r i g g e r  a 3 0 us  m o n o ­
s t a b l e  w h i c h  p r o v i d e s  a s a m p l e  command t o  t h e  c o m p u t e r  
a n d  d r i v e s  t h e  F . E . T .  s w i t c h e s  on t h e  a m p l i f i e r  b o a r d .
A M P L I F I E R  BOARD
The  p u r p o s e  o f  t h e  b o a r d  i s  t o  b u f f e r  a n d  l e v e l -  
s h i f t  t h e  i n c o m i n g  v i d e o  f r o m  t h e  c a m e r a ,  a n d  t o  h o l d  
t h i s  l e v e l  when  c o mma n d e d  t o  do s o .  The  v i d e o  i n p u t  i s  
b u f f e r e d  and  l e v e l  s h i f t e d  b y  an HA2525  h i g h  b a n d w i d t h  
o p - a m p  a n d  a p p l i e d  t o  t h e  h o l d i n g  c a p a c i t o r  v i a  a 
s i m p l e  F . E . T .  s w i t c h .  Th e  2I \ I 4856A and  2 N5 0 1 B  w e r e  c h o s e n  
b e c a u s e  o f  t h e i r  h i g h  s w i t c h i n g  s p e e d s ,  l o w  s o u r c e  t o  
d r a i n  ' o n ’ r e s i s t a n c e s  a n d  c a p a c i t a n c e s ,  a n d  r e a s o n a b l y  
c o m p l e m e n t a r y  c h a r a c t e r i s t i c s .  T h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s  
e n a b l e  a r e l a t i v e l y  l a r g e  h o l d i n g  c a p a c i t o r  o f  1 000  p F 
t o  be u s e d  w i t h o u t  a d v e r s e l y  a f f e c t i n g  t h e  o v e r a l l  
b a n d w i d t h ,  and  e n s u r e  t h a t  d r o o p  d u r i n g  t h e  h o l d i n g  
p e r i o d  i s  m i n i m i s e d .  The  b a l a n c e d  s w i t c h  h a s  t h e  
i m p o r t a n t  a d v a n t a g e  o f  r e d u c i n g  t h e  t r a c k  t o  h o l d  o f f s e t
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FIG. B,2 : Track a hold connections
Ov.
 ,  L iI  I
(o’) video output signal
W « X .
W e\i tv -« cW  
S e t t l e  .
1-4 V. .
T ra c k
lb) sample command pulse
FIG. B.3 : Track t hold performance, 
(not to  scale)
main parameters
track to hold settle  : < 4 0 0  ns.
track to hold offset : < 12mv.
droop (30|Jis hold) '. <0,5  mv.
video channel 3dB bandwidthd.c. tO'^ôSMHz.
v o l t a g e s  ( c a u s e d  by  i n t e r n a l  FET c a p a c i t a n c e s )  o v e r  a 
w i d e  r a n g e  o f  i n p u t  v o l t a g e s .
The s w i t c h e s  a r e  d r i v e n  b y  t w o  HA2 5 2 5  a m p l i f i e r s .  
T h e s e  w e r e  c h o s e n  b e c a u s e  o f  t h e i r  h i g h  s l e w  r a t e  
( 1 2 D v / u s )  a n d  h i g h  b a n d w i d t h  ( t y p i c a l l y  20 MHz a t  u n i t y  
g a i n ) .  Th e  o u t p u t  a m p l i f i e r ,  an OF 7 2 0 A ,  i s  a v e r y  h i g h  
i n p u t  i m p e d a n c e  h i g h  b a n d w i d t h  a m p l i f i e r  w i t h  s u f f i c i e n t  
c u r r e n t  o u t p u t  t o  d r i v e  7 5 A. d i r e c t l y  w i t h  a d e q u a t e  p o w e r  
r e s p o n s e .  I t  h a s  an i n p u t  i m p e d a n c e  o f  10^ Ma. , u n i t y  
g a i n  b a n d w i d t h  o f  12 MHz an d  an o u t p u t  d r i v e  o f  _+ 20mA.  
T h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s  m a i n t a i n  l o w  d r o o p ,  and  e n s u r e  l o w  
d i s t o r t i o n  by  v i r t u e  o f  a h i g h  p o w e r  b a n d w i d t h .
PERFORMANCE
F i g . B 3  d e f i n e s  t h e  t e r m s  u s e d  i n  t h e  m e a s u r e m e n t s  
l i s t e d  b e l o w
V o l t a g e  b a n d w i d t h
P o w e r  b a n d w i d t h ( 7 5 ^  l o a d ) :
H o l d i n g  d r o o p ( a t  30 u s ) :
T r a c k  t o  h o l d  o f f s e t  a t  V.  = 0 :i n
V . = 1 . 0 :1 n
V . = 1 . 3 :1 n
V . = - 1 . 0  1 n
T r a c k  t o  h o l d  j i t t e r  
( s a m p l i n g  u n c e r t a i n t y ) :
T r a c k  t o  h o l d  s e t t l i n g  t i m e :  
T r a c k  t o  h o l d  o v e r s h o o t :
10 MHz ( 3dB )
6 . 5  MHz ( 3dB ) 
0 . 5  mV m a x .
0 mV 
- 5  mV 
-  7 m V 
+ 7 m V
5 n s  m a x .
4 0 0 n s  ma x .
4 mV m a x .
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H o l d t  o t r a c k s e t t l i n g t i m e : 300 n s m a x .
H o l d t  o t r a c k n e g a t i v e o v e r s h o o t  : 5 mV ma x .
H o l d t  o t r a c k p o s i t i v e o v e r s h o o t : 2 m V ma x .
P e a k t  o p e a k n o i s e ( h o l d m o d e ) : l e s s t h a n 0 . 5  m V
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APPENDI X  C : REFERENCED PROGRAM L I S T I N G S
a)  H i g h  s p e e d ,  i n  p l a c e  m a t r i x  t r a n s p o s e
b )  2DFFT -  n o v e l  f e a t u r e s
c )  3 - D  p l o t t i n g  -  n o v e l  f e a t u r e s
a )  HI GHSPEED MATRI X TRANSPOSE
The  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  f a s t  t r a n s p o s e  a l g o r i t h m  
d e s c r i b e d  i n  3 . 2 . 3  i s  s h o w n  i n  f i g . C I .  Two v e r s i o n s  o f  
t h e  a l g o r i t h m  w e r e  p r o g r a m m e d ,  a PDP8 a s s e m b l y  l a n g u a g e  
s u b r o u t i n e  and  a l a t e r  v e r s i o n  i n  FORTRAN 5 u s i n g  
f l o a t i n g  p o i n t  d a t a .  T h e s e  t w o  v e r s i o n s  t o g e t h e r  a i d  i n  
t h e  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  m e t h o d  u s e d .
B o t h  v e r s i o n s  a r e  i d e n t i c a l  i n  c o n c e p t  an d  may be 
s p l i t  i n t o  t w o  d i s t i n c t  s e c t i o n s ,  A and  B . S e c t i o n  A 
e f f e c t i v e l y  c o m p u t e s  t r a n s p o s i t i o n s  o f  16 x 16 s u b m a t r i c e s ,  
w h i l s t  B t h e n  t r a n s p o s e s  t h e s e  s u b m a t r i c e s  as  i n d i v i d u a l  
e l e m e n t s .
S e c t i o n  A;  16 l i n e s  o f  2 5 6  p o i n t s  e a c h  a r e  r e a d  
c o n s e c u t i v e l y  f r o m  d i s k  i n  o n e  I / O  t r a n s f e r  ( a ) .  The  
p r o g r a m  l o o p s  ( b , c , d )  t h e n  w o r k  a l o n g  t h e  16 l i n e s  
h o r i z o n t a l l y ,  i n  g r o u p s  o f  16 s a m p l e s  a t  a t i m e .  F o r  
e a c h  o f  t h e  16 s u b m a t r i c e s  t h u s  d e f i n e d ,  e l e m e n t s  a r e  
i n t e r c h a n g e d  a b o u t  t h e  l e a d i n g  d i a g o n a l  as  i l l u s t r a t e d  
d i a g r a m m a t i c a l l y  i n  f i g . C I ( c ) ,  r e s u l t i n g  i n  t h e  i n - p l a c e  
t r a n s p o s i t i o n  o f  e a c h  s u b m a t r i x  w i t h  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  
o f  c o r e - t o - c o r e  e x c h a n g e s .  Th e  16 l i n e s  a r e  t h e n  w r i t t e n  
b a c k  t o  t h e  same a r e a  on d i s k  ( e ) ,  and  t h e  c o m p l e t e  
p r o c e d u r e  r e p e a t e d  16 t i m e s  ( l o o p  f ) .  A t  t h e  end  o f
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6600 *6600
06600 0000 TRANSP, 0
0 6601 1321 t a d M20
06602 3323 DCA CT1_
06603 1322 t a d BLKST
0 6604 3210 DCA IBLKl
06605 4724 LPl, JMS I DSK •
0660 6 2020 2020 j
06607 0000 0
06610 0000 lELKl, 0
0 661 1 7402 HLT
06612 1325 t a d P10
06613 1210 TAD IBLKl
06614 3220 DCA IBLK2
06615 4724 JMS I DSK
06616 2020 2020
06617 4000 4000
0 6620 0000 IBLK2, 0
0 6621 7402 HLT
0 6622 1321 t a d M20
06623 3335 DCA N
0 6624 1334 TAD M17
06625 3326 DCA CT2
06626 3340 DCA HINC
06627 3327 DCA HBUF
06630 1341 t a d P357
06631 3331 DCA VBST
06632 2335 LP2, ISZ N *-
06633 2340 ISZ HINC
06634 2331 ISZ VEST
06635 1321 t a d M20
06636 3337 DCA CT3
06637 1327 LP3, TAD HBUF <-
06640 1340 t a d HINC
06641 3327 DCA HBUF
06642 1331 t a d VEST
06643 1332 t a d P20
0 6644 3331 DCA VEST
06645 1331 TAD VEST
0 6646 3330 DCA VBUF
06647 1335 TAD N
06650 3342 DCA CT4
0 6651 6221 CDF 20
06652 1727 LP4> TAD I HBUF'
06653 3336 DCA TEMP^
06654 1730 TAD I VEUF
06655 3727 DCA I HBUF
06656 1336 t a d TEMP
06657 3730 DCA I VBUF
i f )
Cc)
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JMP I SECOND 
JMP I 'TRANSP 
HLT 
- 2 0  





















FIG. C.lb: Mac h ine  code t ranspose section
7000 *7000
07000 1332 SECND, TAD BLSTl07001 3340 DCA BKl
07002 1333 TAD BLST2
07003 3341 DCA BK2
07004 1334 TAD N20
07005 3335 DCA kti
07006 1334 LOPl, TAD N20 ^ - --
07007 3337 DCA KT2
07010 1340 TAD BKl
07011 3216 DCA BLKl
07012 3215 DCA COREl
07013 4736 L0P2, JMS I DISK'S-,
07014 0220 220
07015 0000 C0RE1> 0
0701 6 0000 BLKl, • 0
07017 7402 HLT
07020 1216 TAD BLKl
07021 1347 TAD PL20 W
07022 3216 DCA BLKl ^
07023 1215 TAD COREl
07024 1343 TAD PL400
07025 3215 DCA COREl
07026 2337 ISZ KT2
07027 5213 JMP L0P2 ---
07030 1346 TAD N17
07031 3337 DCA KT2
07032 1347 TAD PL20
07033 3350 DCA BIST
07034 1343 TAD PL400
07035 3351 DCA B2ST
07036 1346 TAD N17
07037 3352 DCA NN
07040 1352 L0P3, TAD NN <-------
07041 3353 DCA KT3
07042 1350 TAD BIST
07043 3344 DCA BUFI (
07044 1351 TAD B2ST
07045 3345 DCA BUF2
07046 1334 L0P4> 'TAD N20 ^ ,
07047 3354 DCA KT4
07050 6221 CDF 20
07051 1744 L0P5, TAD I B U F I ^
07052 3355 DCA t mp
07053 1745 TAD I BUF2
07054 3744 DCA I BUFI ih)
07055 1355 TAD t m p _
07056 3745 DCA I, BUF2
07057 2344 ISZ BUFI
07060 2345 ISZ BUF2
07061 2354 ISZ KT4
07062 5251 JMP L0P5
07063 6201 CDF 0
07064 1345 TAD EUF2
07065 1357 TAD PL360
07066 3345 DCA BUF2
07067 2353 ISZ KT3
07070 5246 JMP L0P4
i l )
FIG. C.lc ; Machine code transpose section B
V
07071 2352 ISZ m
07072 1350 TAD BIST
07073 1356 t a d PL420
07074 3350 DCA BIST
07075 1351 TAD B2ST
07076 1356 t a d PL420
07077 3351 DCA B2ST
07100 2337 ISZ KT2
07101 5240 JMP L0P3
07102 1341 TAD BK2
07103 3312 DCA BLK2
07104 1334 TAD N20
07105 3337 DCA KT2
07106 3311 DCA C0RE2
07107 4736 LOP 6, JMS I DISK
071 10 4220 4220
07111 0000 C0RE2, 0
07112 0000 BLK2, 0
07113 7402 HLT
07114 1312 t a d BLK2
07115 1347 TAD PL20
07116 3312 DCA BLK2
07117 1311 t a d C0RE2
07120 1343 t a d PL400
07121 3311 DCA C0RE2
07122 2337 ISZ KT2.
07123 5307 JMP LOP 6
07124 2340 ISZ EKl
07125 2341 isz BK2
07126 2335 ISZ kti
07127 5206 JMP LOPl —
07130 5760 JMP I RTN
07131 7402 HLT
07132 2000 BLSTl, 2000
07133 3000 BLST2, 3000
07134 7760 N20, -20
07135 0000 KTI, 0.
07136 7621 DISK, 7621
07137 0000 KT2, 0
07140 0000 BK1> 0
07141 0000 EK2, 0
07142 0010 PL10, 10
07143 0400 PL400, 400
07144 0000 BUFI, 0
07145 0000 EUF2, 0
07146 7761 N17, -17
07147 0020 PL20, 20
07150 0000 BIST, 0
07151 0000 B2ST, 0
07152 0000 NN, 0
07153 0000 KT3, 0
07154 0000 KT4, 0
07155 0000 TMP, 0
07156 0420 PL420, 420
07157 0360 PL360, 360


























































->CALL RDDSKC4, 16, ISC,RDAT)
DO 20 1 = 1,16 -̂-----
I1 = (I-1)>K16 
N=2
DO 30 K = l , 1 5  ------------
K1=I1+K







-$"CALL URDSKC4, 16, I SC, RDAT) 
ISC=ISC+16 ----------------------------
[b) 0
I S O I
DO 50 11=1,16 M------------------------------
IASC=ISC 
DO 25 1=1,16
Ct-iLL RDDSK(4, 1, lASC,RDATC1, I )  ) 
IASC=IASC+16 
N = 2
DO 60 1 = 1,15 ^----------------------- :—
I l = l l - l ) # 1 6
CO
[
DO 70 J = N , 16 4-------------
j l = ( J - l ) * 1 6
DO 80 K = l , 16 4-------------









CALL IJRDSKC4, 1, lASC,RDATC 1, I ) )  
IASC=IASC+16




FIG.  C.le: FORTRAN transpose
1,0
[e.J
    ET C.
FIG, C, If
s e c t i o n  A,  t h e  m a t r i x  c o n t a i n e d  on d i s k  c o n s i s t s  o f  t h e  
o r i g i n a l  i m a g e  p a r t i t i o n e d  i n t o  256  s u b m a t r i c e s  w i t h  eac h  
s u b m a t r i x  t r a n s p o s e d .
S e c t i o n  B;  A g a i n ,  t h e  c o m p l e t e  m a t r i x  i s  p r o c e s s e d  b y  
o p e r a t i n g  on 16 b l o c k s  o f  16 l i n e s .  H o w e v e r ,  t h e  16 
l i n e s  a r e  n o t  r e a d  c o n s e c u t i v e l y  i n  t h i s  c a s e :  i n s t e a d ,
e v e r y  1 6 t h  l i n e  i s  r e a d ,  s t a r t i n g  i n i t i a l l y  w i t h  l i n e s
1 . 1 7 . 3 3  -  -  -  - ( l o o p  g ) ,  on t h e  s e c o n d  p a s s  w i t h  l i n e s
2 . 1 8 . 3 4  -  -  - ,  a n d  so  f o r t h .  T h u s  t h e  same l i n e  f r o m  
e a c h  o f  t h e  256  s u b m a t r i c e s  i s  r e a d  i n t o  c o r e .  The  t h r e e  
i n n e r  l o o p s  ( h , i , j )  t h e n  o p e r a t e  on t h e s e  16 l i n e s  i n  a 
f a s h i o n  s i m i l a r  t o  s e c t i o n  A,  e x c e p t  t h a t  c o m p l e t e  
b l o c k s  o f  16 e l e m e n t s  o f  t h e  s u b m a t r i c e s  a r e  i n t e r c h a n g e d  
a b o u t  t h e  l e a d i n g  d i a g o n a l  o f  t h e  s u b m a t r i c e s .  F i n a l l y ,  
t h e  16 l i n e s  a r e  w r i t t e n  b a c k  t o  d i s k  i n  t h e  same o r d e r  
( l o o p  k ) .  The  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  16 t i m e s  ( l o o p  1 )  
r e s u l t i n g  i n  t h e  t r a n s p o s i t i o n  o f  t h e  256  s u b m a t r i c e s  
t r e a t e d  as s i n g l e  e l e m e n t s .  N o t e  h o w e v e r  t h a t  t h i s  
p r o c e s s  t a k e s  much  l o n g e r  t o  e x e c u t e  t h a n  s e c t i o n  A;  
a l t h o u g h  t h e  n u m b e r  o f  c o r e - t o - c o r e  e x c h a n g e s  and t h e  
q u a l i t y  o f  d a t a  t r a n s f e r r e d  b e t w e e n  d i s k  and  c o r e  a r e  
i d e n t i c a l  i n  e a c h  c a s e ,  32 d i s k  s e e k s  a r e  r e q u i r e d  t o  
s e r v i c e  t h e  c o r e  b u f f e r  i n  o n e  p a s s  o f  s e c t i o n  B w h i l s t  
o n l y  2 s e e k s  a r e  r e q u i r e d  i n  s e c t i o n  A.  W i t h  m o v i n g  
h e a d  d i s k s ,  h e a d  m o v e m e n t  t i m e s  a r e  u s u a l l y  l o n g e r  t h a n  
t h e  e n t i r e  s u b s e q u e n t  d a t a  t r a n s f e r  a n d  t h e  s e c o n d  
s e c t i o n  t h e r e f o r e  o c c u p i e s  a v e r y  l a r g e  p r o p o r t i o n  o f  t h e  
t o t a l  e x e c u t i o n  t i m e .
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b ) T WO- DI MENSI ONAL  FFT ALGORI THM
The t w o - d i m e n s i o n a l  FFT a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  
s e c t i o n  3 . 2 . 2  u t i l i s e s  a m e c h a n i s m  f o r  s c a l i n g  o f  d a t a  
w i t h  t h e  m i n i m u m  l o s s  i n  a r i t h m e t i c  a c c u r a c y .  T h i s  
m e c h a n i s m  i s  d e s c r i b e d  h e r e  b y  r e f e r e n c e  t o  s e c t i o n s  o f  
t h e  t r a n s f o r m  p r o g r a m  and  i t s  i n v e r s e .  F i g . 02 s h o w s  t h e  
s e c t i o n s  o f  p r o g r a m  i n v o l v e d .
D u r i n g  t h e  s e t  o f  s e q u e n t i a l  r o w  t r a n s f o r m s  on t h e  
o r i g i n a l  i m a g e ,  B l i n e s  o f  d a t a  a r e  r e a d  i n t o  c o r e  i n  
e a c h  I / O  t r a n s f e r ,  a n d  one  FFT i s  c o m p u t e d  f o r  e a c h  o f  
t h e  8 l i n e s  o f  r e a l  d a t a  i n  c o r e  ( a ) .  A t  t h e  end  o f  e a c h  
t r a n s f o r m  t h e  d e g r e e  o f  s c a l i n g  on  t h e  o u t p u t  l i n e  i s  
d u mp e d  i n t o  l o c a t i o n  SCALE b y  t h e  FFT s u b r o u t i n e .  T h i s  
f a c t o r  i s  o f  t h e  t y p e  N,  w h e r e  t h e  d a t a  s c a l i n g  i s  2 ^
i . e .  dn N - b i t  s h i f t  o f  t h e  d a t a  i s  r e q u i r e d  t o  g i v e  t h e  
t r u e  t r a n s f o r m  m a g n i t u d e s .  F o r  e a c h  o f  t h e  256  r o w  
t r a n s f o r m s  t h i s  v a l u e  i s  t r a n s f e r r e d  t o  a s c a l e  f a c t o r  
b u f f e r  p o i n t e d  t o  by  SCBUF ( b ) .  A t  t h e  end  o f  t h e  2 5 6 t h  
t r a n s f o r m  t h e  s u b r o u t i n e  5GNI F1  i s  e n t e r e d  ( c ) ,  b e f o r e  
t h e  e n t i r e  m a t r i x  i s  t r a n s p o s e d  ( d ) .
The  p u r p o s e  o f  5GNI F1  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  s m a l l e s t  
o f  t h e  256  s c a l e  f a c t o r s  ( l o o p  e ) ,  s u b t r a c t  t h i s  f r o m  
e a c h  s c a l e  f a c t o r  i n  t u r n  ( f ) ,  and  u s e  t h e  r e s u l t i n g  
f a c t o r  t o  r e s c a l e  a l l  2 56  e l e m e n t s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
m a t r i x  r o w  ( l o o p  g ) .  T h u s  t h e  c o m p l e t e  m a t r i x  i s  
c o r r e c t l y  r e s c a l e d  t o  a common d e n o m i n a t o r  b u t  w i t h  
m i n i m u m  l o s s  i n  a c c u r a c y .

































































































0 00 0  
7770 
0 00 0  
200 0  
001 0  
2400 
0 0 0 0  
7621 
6600 
0 2 0 0  
0400 
0 0 1 0  























































/FFT & RESHUFFLE DONE
/YES,b u t  8 FFT*S DONE YET?
/TAPE READ 32 TIMES YET?















































































































t a d COUNT 
t a d SCBUF 
DCA SCBUF
t a d  CNT
DCA COUNTl
CIF 0 -----





t a d BLOCK 
DCA BLOC 
t a d CORE 
DCA XRLOC 
TAD CNTl 
DCA'c o u n t 2 
TAD : I SCBUF^ ̂  
t a d MINSCL 
ISZ SCBUF 
DCA SCLE 
t a d COUNT 
PCA'COUNTS 
SWAB
TAD I XRLOC 
ASR
0
DCA : I XRLOC 
ISZ XRLOC 


















































































t a d M r
DCA PXILOC 
ISZ COUNTS 
JMP LOOPS —  













/SET UP REAL BUFFER FOR FFT.
Do
s c j *  factor 
in buffer











TAPE <- f- letor5
o«\ cVi sV. CVu)
MON f o4 mm Q-ncVs .

























































































































































JMS I TAPE 





JMS I TAPE 





















































/SET UP REAL BUFFER FOR FFT
I MAG
SCALE 





























F I G .  C. 2d S e q u e n t i a l  column inverse t r a n s f o r m s
00235 1243 L00P3, TAD PXRLOC «$-
00236 3046 DCA XRLOC
00237 1243 TAD PXRLOC
00240 3250 DCA QXRLOC
00241 4734 JMS I SHUFFl
00242 0000 PTR, 0
00243 0000 PXRLOC, 0
00244iCt n ̂ /» r* 0000 PXILOC, 0 I IFFTC00245 4444 JMS
00246 4437 JMS I SORT
00247 4735 JMS I SHUFF2 i
00250 0000 OXRLOG, 0
00251 1326 TAD ORDER
00252 3327 DCA C0UWT4
00253 1050 TAD SCALE n
00254 621 1 CDF 10 \(Vn)00255 3740 DCA 1 SCBUF
00256 6201 CDF 0
00257 2340 ISZ SCEUF
00260 1643 L00P4, TAD I PXRLOC
00261 3416 DCA I PNTR
00262 2243 ISZ PXRLOC P
00263 2327 ÏSZ C0UNT4 iu
00264 5260 JI'ÎP L00P4 0®
00265 1244 TAD PXILOC A
00266 1320 TAD M
00267 3244 DCA PXILOC
00270 1242 TAD PTR
00271 1320 TAD M _
00272 3242 DCA PTR
00273 2323 ISZ C0UWT3
00274 5235 JMP L00P3 --
00275 1223 TAD BLOCK
00276 3302 DCA BLOC
00277 4733 JMS I ■TAPE
00300 6000 FUNK, 6000
00301 1 600 KORE, 1600
00302 0000 BLOC, 0
00303 7402 ERH, HLT
00304 1223 TAD BLOCK
00305 1330 TAD BLKINC
00306 3223 DCA BLOCK
00307 2316 ISZ COUNTl
00310 5216 JMP LOOPl
00311 6224 RI F
00312 6213 6213
00313 4736 JMS I SGNIFl
00314 5741 - JMP I MON ^ fr.̂r







The c o l u m n s  o f  t h i s  m a t r i x  a r e  t h e n  t r a n s f o r m e d  i n  
a s i m i l a r  m a n n e r .  H o w e v e r ,  t h e  i n p u t  d a t a  i s  now c o m p l e x  
( w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  d . c .  and  n y q u i s t  f r e q u e n c y  
c o l u m n s ,  w h i c h  a r e  p r o c e s s e d  s e p a r a t e l y )  a n d  o n l y  f o u r  
t r a n s f o r m s  a r e  c o m p u t e d  f o r  e a c h  b l o c k  o f  8 l i n e s  r e a d  
f r o m  d i s k .  C o n s e q u e n t l y  a b u f f e r  o f  129 s c a l e  f a c t o r s  i s  
b u i l t  up d u r i n g  t h i s  p r o c e s s .  The  b u f f e r  i s  w r i t t e n  as  
a s m a l l  f i l e  t o  d i s k  ( h )  and  t h e  m a t r i x  l e f t  u n n o r m a l i s e d  
as  e x p l a i n e d  i n  s e c t i o n  3 . 2 . 2 .
D u r i n g  t h e  f i r s t  s e c t i o n  o f  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m ,  
t h e  s c a l e  f a c t o r s  a r e  r e a d  f r o m  d i s k  ( i ) ,  c o m p l e x  i n p u t  
F F T ' s  a r e  c o m p u t e d  f o r  e a c h  p a i r  o f  l i n e s  ( j ) ,  and  t h e  
r e s u l t i n g  s c a l e  f a c t o r  f o r  e a c h  FFT i s  a d d e d  t o  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  f a c t o r  r e a d  f r o m  d i s k  ( k ) .  A t  t h e  t e r m ­
i n a t i o n  o f  t h i s  s e c t i o n ,  s u b r o u t i n e  5 G N I F 2  i s  e n t e r e d  
( 1 ) ;  i t s  p u r p o s e  i s  t o  r e s c a l e  t h e  i m a g e  m a t r i x  t o  a 
common d e n o m i n a t o r  i n  e x a c t l y  t h e  same wa y  as  S G N I F l , and 
i t  i s  t h e r e f o r e  n o t  r e p r o d u c e d  h e r e .
The r e m a i n d e r  o f  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  c a r r i e s  o u t  
s e q u e n t i a l  t r a n s f o r m s  on t h e  r o w s  o f  t h e  t r a n s p o s e d  
m a t r i x ,  a g a i n  b u i l d i n g  up a b u f f e r  o f  2 5 6  s c a l e  f a c t o r s  
( m ) .  The  f i n a l  o p e r a t i o n  i n v o l v e s  a f u r t h e r  u s e  o f  
S G N I F l  ( n )  w h i c h  r e s c a l e s  t h e  m a t r i x  o f  r o w s  o f  t h e  
p r o c e s s e d  i m a g e s ,  r e s u l t i n g  i n  t h e  f i n a l  o u t p u t  i m a g e .
c ) T H R E E - D I ME N S I O N A L  PLOTTI NG
Any  a l g o r i t h m  s e e k i n g  t o  r e p r e s e n t  a t h r e e - d i m e n s ­
i o n a l  s u r f a c e  i n  t w o  d i m e n s i o n s  r e q u i r e s  a s c h e m e  f o r  t he
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e r a s u r e  o f  a r e a s  h i d d e n  b y  f e a t u r e s  w h i c h ,  f r o m  t h e  
p o i n t  o f  v i e w  o f  p e r s p e c t i v e ,  a r e  c o n s i d e r e d  t o  be i n  
f r o n t  o f  t h e s e  a r e a s .  Many  c o m p l e x  t e c h n i q u e s  a r e  
a v a i l a b l e ,  u s i n g  3 - D  t r i g o n o m e t r y  and  t h e  t h e o r y  o f  
p r o j e c t i o n s ,  b u t  t h e s e  s c h e m e s  g e n e r a l l y  r e q u i r e  p o w e r f u l  
c o m p u t i n g  f a c i l i t i e s  t o  be a b l e  t o  r e p r o d u c e  t h e  r e q u i r e d  
o b j e c t  a t  r e a s o n a b l e  s p e e d .  W h i l s t  t h e s e  m e t h o d s  a r e  
n e c e s s a r y  f o r  t h e  r e p r o d u c t i o n  o f  s u r f a c e s  o f  r a p i d l y -  
c h a n g i n g  f e a t u r e s  ( i . e .  w i t h  s u d d e n  c h a n g e s  o f  s l o p e ) ,  
t h e  r e p r o d u c t i o n  o f  s m o o t h e r  s u r f a c e s  i s  a s o m e w h a t  
s i m p l e r  t a s k  d u e  t o  t h e  r e m o v a l  o f  a n y  n e c e s s i t y  t o  
i n t e r p o l a t e  b e t w e e n  t h e  p o i n t s  s p e c i f y i n g  t h e  s u r f a c e .
One m e t h o d  o f  a c h i e v i n g  h i d d e n  l i n e  r e m o v a l  w i t h o u t  
i n c u r r i n g  s i g n i f i c a n t  t i m e  p e n a l t y  i s  d e s c r i b e d  h e r e .  
U n l i k e  t h e  t w o  p r e v i o u s  e x a m p l e s ,  l i t t l e  w o u l d  be g a i n e d  
b y  d e s c r i b i n g  t h e  a c t u a l  s o f t w a r e  u s e d  t o  g e n e r a t e  3 - D 
s u r f a c e s ;  a b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  b a s e d  on 
t h e  d i a g r a m s  o f  f i g . C 3  w i l l  be much  m o r e  i n s t r u c t i v e .
The  t e c h n i q u e  u s e d  t o  d i s p l a y  t w o - d i m e n s i o n a l  i m a g e
d a t a  as  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  p i c t o r i a l  v i e w  d e p e n d s  on
t h e  f o r m a t  i n  w h i c h  t h e  i m a g e  i s  r e p r e s e n t e d .  I n  t h e
c a s e  o f  a t w o - d i m e n s i o n a l  m a t r i x  o f  i n t e n s i t i e s ,  p i c t o r i a l
v i e w s  u s i n g  e i t h e r  an o b l i q u e  p r o j e c t i o n  w h e r e  t h e  m a t r i x
r o w s  a r e  h o r i z o n t a l  and  t h e  c o l u m n s  a r e  a t  an a c u t e  a n g le
t o  t h e  v e r t i c a l ,  o r  a k i n d  o f  i s o m e t r i c  p r o j e c t i o n  w h e r e
b o t h  r o w s  and  c o l u m n s  a r e  p r e s e n t e d  a t  a n g l e s  t o  t h e
h o r i z o n t a l ,  a r e  b o t h  r e l a t i v e l y  s i m p l e  t o  i m p l e m e n t .  
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FIG.  C3 ■ 3-D display algorithm
i n  f i g s . C 4  a n d  C5 .
The  a l g o r i t h m  w o r k s  on t h e  f o l l o w i n g  b a s i s  ( r e f e r
t o  f i g . C 3 ) .  A mode o f  p r o j e c t i o n  i s  s e t  up b y  d e f i n i n g  a
s e t  o f  ' b a s e  l i n e s '  a t  some a n g l e  t o  t h e  h o r i z o n t a l ,  and
d i s p l a c e d  f r o m  one  a n o t h e r  b y  some a n g l e  r e l a t i v e  t o  t h e
v e r t i c a l .  T h i s  b a s e  w o u l d  be  t h e  s u r f a c e  d i s p l a y e d  when
t h e  i m a g e  m a t r i x  i s  a u n i f o r m  p l a n e  o f  h e i g h t  z e r o .  The
u s e  o f  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  t h r o u g h o u t  r e s t r i c t s  t h e
d i s p l a y  o f  l i n e s  t o  ' i n t e g e r '  s l o p e s  ( e . g .  1 i n  1,
1 i n  3 e t c ) ;  h o w e v e r ,  t h i s  i s  n e c e s s a r y  w i t h  a p o i n t -
a d d r e s s e d  s t o r a g e  d i s p l a y  i n  a n y  c a s e .  I g n o r i n g  t h e
h i d d e n - l i n e  p r o b l e m  t e m p o r a r i l y ,  t h e  3 - D  v i e w  i s  t h e n
b u i l t  up s i m p l y  by  a d d i n g  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  p o i n t  t o
be p l o t t e d  t o  i t s  b a s e - l i n e  y c o - o r d i n a t e ,  a n d  d r a w i n g
a l i n e  b e t w e e n  t h e  p r e v i o u s  p o i n t  c o - o r d i n a t e  and  t h e
new p o i n t  c o - o r d i n a t e .  I f  t h e  new p o i n t  i s  d e t e r m i n e d
( b y  w h a t e v e r  c r i t e r i o n  i s  c h o s e n )  t o  be ' h i d d e n ' ,  t h e n  i t
i s  n e c e s s a r y  m e r e l y  t o  s k i p  t h e  d r a w i n g  o f  a l i n e  a nd  t o
r e m e m b e r  t h a t  t h e  n e x t  p o i n t ,  w h a t e v e r  i t s  p o s i t i o n ,
w i l l  n o t  be c o n n e c t e d  t o  t h e  c u r r e n t  p o i n t  e i t h e r .  I t
i s  a t  t h i s  mo me n t  i n  t h e  a l g o r i t h m  t h a t  we c a n  s e e  i t s
m a i n  f a i l i n g .  I f  o n e  o r  b o t h  o f  t h e  t w o  p o i n t s  e i t h e r
s i d e  o f  t h e  h i d d e n  p o i n t  a r e  w e l l  away  f r o m  t h e  h i d d e n
a r e a ,  a s h a d o w  e f f e c t  w i l l  o c c u r  w h e r e  t h e  d i s p l a y  i s
d a r k .  T h i s  e f f e c t  ma k e s  t h e  d i s p l a y  u n s u i t a b l e  f o r  d a t a
w h e r e  t h e  s u r f a c e  i s  n o i s y ,  i r r e g u l a r  o r  i n  some o t h e r
s e n s e  n o t  s m o o t h l y  d e f i n e d .  T he  s h a d o w i n g  p r o b l e m  c a n  




i n  f i g s . C4 and  C 5 .
The  a l g o r i t h m  w o r k s  on t h e  f o l l o w i n g  b a s i s  ( r e f e r
t o  f i g . C 3 ) .  A mode o f  p r o j e c t i o n  i s  s e t  up by  d e f i n i n g  a
s e t  o f  ’ b a s e  l i n e s '  a t  some a n g l e  t o  t h e  h o r i z o n t a l ,  and
d i s p l a c e d  f r o m  o n e  a n o t h e r  by  some a n g l e  r e l a t i v e  t o  t h e
v e r t i c a l .  T h i s  b a s e  w o u l d  be t h e  s u r f a c e  d i s p l a y e d  when
t h e  i m a g e  m a t r i x  i s  a u n i f o r m  p l a n e  o f  h e i g h t  z e r o .  The
u s e  o f  i n t e g e r  a r i t h m e t i c  t h r o u g h o u t  r e s t r i c t s  t h e
d i s p l a y  o f  l i n e s  t o  ' i n t e g e r '  s l o p e s  ( e . g .  1 i n  1,
1 i n  3 e t c ) ;  h o w e v e r ,  t h i s  i s  n e c e s s a r y  w i t h  a p o i n t -
a d d r e s s e d  s t o r a g e  d i s p l a y  i n  a n y  c a s e .  I g n o r i n g  t h e
h i d d e n - l i n e  p r o b l e m  t e m p o r a r i l y ,  t h e  3 - D  v i e w  i s  t h e n
b u i l t  up s i m p l y  by  a d d i n g  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  p o i n t  t o
be p l o t t e d  t o  i t s  b a s e - l i n e  y c o - o r d i n a t e ,  a n d  d r a w i n g
a l i n e  b e t w e e n  t h e  p r e v i o u s  p o i n t  c o - o r d i n a t e  and  t h e
new p o i n t  c o - o r d i n a t e .  I f  t h e  new p o i n t  i s  d e t e r m i n e d
( b y  w h a t e v e r  c r i t e r i o n  i s  c h o s e n )  t o  be ' h i d d e n ' ,  t h e n  i t
i s  n e c e s s a r y  m e r e l y  t o  s k i p  t h e  d r a w i n g  o f  a l i n e  a n d  t o
r e m e m b e r  t h a t  t h e  n e x t  p o i n t ,  w h a t e v e r  i t s  p o s i t i o n ,
w i l l  n o t  be c o n n e c t e d  t o  t h e  c u r r e n t  p o i n t  e i t h e r .  I t
i s  a t  t h i s  mo me n t  i n  t h e  a l g o r i t h m  t h a t  we c a n  s e e  i t s
m a i n  f a i l i n g .  I f  on e  o r  b o t h  o f  t h e  t w o  p o i n t s  e i t h e r
s i d e  o f  t h e  h i d d e n  p o i n t  a r e  w e l l  a way  f r o m  t h e  h i d d e n
a r e a ,  a s h a d o w  e f f e c t  w i l l  o c c u r  w h e r e  t h e  d i s p l a y  i s
d a r k .  T h i s  e f f e c t  ma k e s  t h e  d i s p l a y  u n s u i t a b l e  f o r  d a t a
w h e r e  t h e  s u r f a c e  i s  n o i s y ,  i r r e g u l a r  o r  i n  some o t h e r
s e n s e  n o t  s m o o t h l y  d e f i n e d .  Th e  s h a d o w i n g  p r o b l e m  c a n  
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a n d  p l o t t i n g  a s e t  o f  l i n e s  a t  r i g h t  a n g l e s  t o  g i v e  a 
n e t  e f f e c t .  T h i s  i s  m o r e  e f f e c t i v e  i f  t h e  n u m b e r  o f  
l i n e s  p l o t t e d  i s  r e d u c e d  s u c h  t h a t  o b s e r v a b l e  a r e a s  e x i s t  
i n s i d e  e a c h  s q u a r e .  F i g s . C 4  and  C5 w e r e  p l o t t e d  i n  t h i s  
w a y ,  u s i n g  o n l y  64 o f  t h e  256  l i n e s  a v a i l a b l e  i n  t h e  
i m a g e  ( C o m p a r e  t h e s e  w i t h  t h e  f r o n t i s p i e c e ,  w h i c h  u s e d  
128 l i n e s  i n  o n e  d i r e c t i o n  o n l y ,  and  i n  w h i c h  t h e  s h a d o w  
e f f e c t  c a n  be c l e a r l y  s e e n ) .
The  c r u c i a l  d e c i s i o n  made b y  t h e  a l g o r i t h m  i s  t h e  
d e t e r m i n a t i o n  o f  h i d d e n  p o i n t s  i n  t h e  p l o t .  T h i s  i s  
a c h i e v e d  b y  c o n s t r u c t i n g  a b u f f e r  o f  p r e v i o u s  ma x i mu m 
v a l u e s  a l o n g  t h e  t w o  ' f r o n t '  e d g e s  o f  t h e  p l o t ,  as  s h o wn  
i n  f i g . 3 C .  R e c a l l i n g  t h a t  t h e  p l o t  i s  b u i l t  on a 
1 0 2 4  X 1 024  m a t r i x  o f  p o i n t s  h o r i z o n t a l l y  a n d  v e r t i c a l l y ,  
i t  c a n  be s e e n  t h a t  t h e  l e n g t h  o f  t h i s  b u f f e r  i s  t h e  
p r o j e c t i o n  o f  b o t h  f r o n t  e d g e s  on t o  t h e  h o r i z o n t a l  a x i s .  
The  y c o o r d i n a t e  o f  e a c h  p o i n t  t o  be p l o t t e d  i s  t h e n  
c o m p a r e d  w i t h  t h e  e l e m e n t  i n  t h e  b u f f e r  w h i c h  i s  
p h y s i c a l l y  v e r t i c a l l y  b e l o w  i t .  I f  g r e a t e r ,  t h e  p o i n t  
i s  c o n s i d e r e d  t o  be c l e a r ,  and  a l i n e  i s  d r a w n  f r o m  t h e  
p r e v i o u s  p o i n t  p r o v i d e d  t h a t  i t ,  t o o  was  c l e a r  ( i f  t h e  
p r e v i o u s  p o i n t  was  h i d d e n ,  no l i n e  i s  d r a w n ) .  I f  t h e  
y c o o r d i n a t e  was  l e s s  t h a n  t h e  p r e v i o u s  ma x i mu m v a l u e ,  
t h e  p o i n t  i s  c o n s i d e r e d  h i d d e n  and  no l i n e  i s  d r a w n  ( t h i s  
f a c t  i s  r e m e m b e r e d  u n t i l  t h e  n e x t  p o i n t  i s  c h e c k e d ) .  
F i n a l l y ,  t h e  v a l u e  i n  t h e  ma x i mu m v a l u e  b u f f e r  i s  u p d a t e d  
b y  t h e  new y c o o r d i n a t e  i f  t h e  p o i n t  i s  c l e a r .  T h i s  
p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  l i n e - b y - l i n e ,  b r i n g i n g  new b u f f e r
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v a l u e s  ( t o  t h e  l e f t  o f  t h e  f i r s t  p o i n t  o f  t h e  f i r s t  l i n e )  
i n t o  u s e  as  t h e  p l o t  p r o g r e s s e s .
The  b u f f e r  i s  i n i t i a l l y  l o a d e d  w i t h  l a r g e  n e g a t i v e  
v a l u e s  t o  e n s u r e  t h a t  a l l  p o i n t s  on t h e  f i r s t  l i n e  a r e  
c o n n e c t e d ,  a n d  a l s o  t h a t  t h e  f i r s t  p o i n t  on e a c h  l i n e  i s  
c l e a r .  The  a d v a n t a g e  o f  t h i s  t e c h n i q u e  i s  t h a t  i t  u s e s  
an a b s o l u t e  m i n i m u m  o f  c o m p u t a t i o n ,  on e  c o m p a r i s o n  f o r  
e a c h  p o i n t ,  a n d  i s  t h e r e f o r e  i d e a l  f o r  u s e  on a m i n i ­
c o m p u t e r .  T h e  d i s a d v a n t a g e s  a r e  t h a t  no p e r s p e c t i v e  
e f f e c t  i s  a l l o w e d  f o r ,  so  t h a t  t h e  p l o t s  f r e q u e n t l y  l o o k  
d e c i d e d l y  o d d ,  and  t h a t  l i n e s  a r e  o n l y  p l o t t e d  up t o  t h e  
p o i n t  n e a r e s t  t o  a h i d d e n  p o i n t  r a t h e r  t h a n  t o  t h e  a c t u a l  
i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  l i n e  w i t h  t h e  e d g e  o f  t h e  f e a t u r e  
h i d i n g  i t .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  t e c h n i q u e  p r o d u c e s  
e x c e l l e n t  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  s m o o t h  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
s u r f a c e s  and  i s  u s e f u l  e v e n  f o r  t h e  d i s p l a y  o f  s i d e - s c a n  
s o n a r  r e c o r d s  p r o v i d e d  t h a t  t h e  z - a x i s  m a g n i t u d e s  a r e  
s u i t a b l y  s m a l l .  P r o v i s i o n  i s  made i n  t h e  s o f t w a r e  t o  
a l l o w  a t t e n u a t i o n  by  a n y  f a c t o r  o f  2^.
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APPENDI X D;  L I S T  OF A V A I L A B L E  SOFTWARE
The  f o l l o w i n g  l i s t  c o n s i s t s  o f  p r o g r a m s ,  d e v e l o p e d  
b y  t h e  a u t h o r  f o r  u s e  on t h e  P D P B / E ,  i n t e n d e d  f o r  i m a g e  
p r o c e s s i n g  a p p l i c a t i o n s .  T h e s e  p r o g r a m s  a r e  f u l l y -  
d e b u g g e d  c o r e  i m a g e  f i l e s  s e l e c t e d  f r o m  a l a r g e r  s e t  o f  
p r o g r a m s  a nd  a r e  a v a i l a b l e  f o r  u s e  b y  a n y o n e  i n t e r e s t e d .  
Many  o t h e r  p r o g r a m s ,  n o t  l i s t e d  h e r e ,  e x i s t  b u t  a r e  
c o n s i d e r e d  e i t h e r  a )  t o  be o f  no f u r t h e r  u s e  o r  b )  t o  be 
d i f f i c u l t  t o  r u n  s a t i s f a c t o r i l y  w i t h o u t  d e t a i l e d  k n o w l e d g e  
o f  t h e i r  o p e r a t i o n  and  e f f e c t s .  A t  t h e  end  o f  t h e  l i s t  
i s  a b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  o p e r a t i n g  p r o c e d u r e s  u s i n g  t h e  
f i x e d - h e a d  d i s k ,  t h e  a r e a s  o f  t h e  d i s k  u s e d  f o r  v a r i o u s  
t y p e s  o f  d a t a  s t o r a g e ,  and  c o r e  o c c u p a n c y  f o r  t h e  2DFFT 
and  I F F T  p r o g r a m s .
N . B .  : The  I / O  p r o g r a m s  i n  p a r t i c u l a r  a l s o  r e q u i r e
c o r r e c t  c o n n e c t i o n  o f  e x t e r n a l  I / O  d e v i c e s  and  a knowledge 
o f  t h e i r  o p e r a t i o n .  The  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  a p p e n d i c e s  
A and  B f o r  f u r t h e r  i n f o r m a t i o n .
A . I MAGE PROCESSI NG
1 . F F T .  5 V : C o m p u t e s  t h e  2DFFT o f  a 256  x 2 56  r e a l  im age
m a t r i x  s t o r e d  on d i s k .  When l o a d e d ,  t h e  
p r o g r a m  n o t i f i e s  t h e  u s e r  b y  h a l t i n g ,  when  
t h e  CONTI NUE k e y  s h o u l d  be d e p r e s s e d .
F i n a l  o u t p u t  i s  a c o m p l e x  s p e c t r a l  h a l f ­
p l a n e  as  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  3 p l u s  a
s m a l l  f i l e  o f  s c a l e  f a c t o r s .
2 . I F F T .  5V : The  i n v e r s e  o f  F F T .  SV.  o p e r a t i n g  p r o c e d u r e s
a r e  i d e n t i c a l ,  a n d  o u t p u t  i s  a 2 5 6  x 256  
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r e a l  m a t r i x .  N o t e  t h a t  t h e s e  t w o  p r o g r a m s  
a s s u m e  t h e  i m a g e  m a t r i x  t o  be s t o r e d  f r o m  
d i s k  b l o c k  2 0 0 0 ^  o n w a r d s  and  t h e  s p e c t r u m
f r o m  b l o c k  3 0 0 0  o n w a r d s .
o
3 . M F F T .  5V ;  C o m p u t e s  a m a t c h e d  f i l t e r  s p e c t r u m .
O p e r a t e s  as  F F T .  5 V b u t  c o m p u t e s  c o n j u g a t e  
o f  s p e c t r u m .  O u t p u t  i s  d u mp e d  f r o m  d i s k  
b l o c k  5 0 0 0  o n w a r d s .Q
4 . M F I L .  S V : P e r f o r m s  c o m p l e x  m u l t i p l i c a t i o n  o f  m a t c h e d
f i l t e r  s p e c t r u m  by  an i m a g e  s p e c t r u m  f o r  
m a t c h e d  f i l t e r i n g  p u r p o s e s .  O u t p u t  i s  a 
s p e c t r a l  m a t r i x  s u i t a b l e  f o r  p r o c e s s i n g  by  
I F F T .  SV.
5 . S Y M F I L .  RL;  M u l t i p l i e s  t h e  s p e c t r a l  p l a n e  b y  an i s o - .
t r o p i c  f i l t e r  f u n c t i o n  w h o s e  r a d i a l  
r e s p o n s e  i s  c o m p u t e d  by  one  o f  s e v e r a l  
s u b r o u t i n e s  w h i c h  i s  l o a d e d  w i t h  SYMF I L  
t o  f o r m  t h e  s a v e  f i l e .  Us ed  f o r  t w o -  
d i m e n s i o n a l  l i n e a r  f i l t e r i n g .  S e v e r a l  
r a d i a l  p r o f i l e s  a r e  p o s s i b l e  i n c l u d i n g  
p o w e r  l a w  c u r v e s  o f  v a r i a b l e  o r d e r ,  s i n e  x 
a n d  i t s  i n v e r s e ,  an a p r o x i m a t e  H VS r e s p o n s e  
a n d  i t s  i n v e r s e  e t c .
6 . L P F I L .  SV;  I d e a l  ( z e r o - o n e )  i s o t r o p i c  l o w - p a s s  f i l t e r
s e t t i n g  a l l  s p e c t r a l  s a m p l e s  o u t s i d e  t h e  
r a d i a l  c u t - o f f  f r e q u e n c y  ( s p e c i f i e d  by  t h e  
u s e r ) t o  z e r o  .
7 . H P F I L .  S V : I d e a l  i s o t r o p i c  h i g h - p a s s  f i l t e r  s e t t i n g
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a l l  s p e c t r a l  s a m p l e s  i n s i d e  t h e  r a d i a l  
c u t - o f f  f r e q u e n c y  ( s p e c i f i e d  b y  t h e  u s e r )  
t o  z e r o .
B . MAGPI C 5 V : C o m p u t e s  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  i n  a f o r m
c a p a b l e  o f  d i s p l a y  ( z e r o  f r e q u e n c y  i n
c e n t r e  o f  p l a n e )  f r o m  an i m a g e  c o m p l e x  
s p e c t r u m .  A s s u m e s  t h e  i m a g e  s p e c t r u m  
s t a r t s  a t  d i s k  b l o c k  2 0 0 0 ^  and  d u mp s  t h e  
o u t p u t  s t a r t i n g  a t  b l o c k  4 0 0 0 ^ .
9 . N 0 N L I N .  S V : P r o c e s s e s  an i m a g e  m a t r i x  u s i n g  a p r e ­
s p e c i f i e d  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  f o r
i n t e n s i t y  m a p p i n g .  T h e r e  a r e  9 ' s l o t s ’ on 
t h e  d i s k ,  e a c h  o f  w h i c h  may be l o a d e d  w i t h  
a t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  f u t u r e  u s e  
b y  N Ü N L I N .  A s s u m e s  t h e  i n p u t  i m a g e  r a n g e  
t o  be i n s i d e  t h e  l i m i t s  0 t o  1 9 9 9 ^ ^ ,  when  
l o a d e d ,  t h e  p r o g r a m  h a l t s  o n c e  f o r  t h e  i n ­
p u t  i m a g e  s t a r t i n g  b l o c k  t o  be l o a d e d  i n t o  
t h e  s w i t c h  r e g i s t e r ,  and  a g a i n  f o r  t h e  
s t a r t i n g  b l o c k  o f  t h e  o u t p u t  i m a g e .
1 G . T A B G E N . R L :  Dumps  a t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  i n t o  o n e
o f  t h e  9 a v a i l a b l e  s l o t s .  C h a r a c t e r i s t i c  
i s  d e f i n e d  b y  u s e  o f  one  o f  s e v e r a l  s u b ­
r o u t i n e s ,  l o a d e d  w i t h  TABGEN t o  f o r m  t h e  
s a v e  f i l e .  S u b r o u t i n e s  i n c l u d e  s q u a r e  l a w ,  
l o g a r i t h m i c  l a w ,  e x p o n e n t i a l ,  s q u a r e  r o o t ,  
i n  v e r s  i o n , e t c .
11 . CHGEN.  S V ; T he  u s e r  may s p e c i f y  a c h a r a c t e r i s t i c
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c u r v e  c o m p o s e d  o f  up t o  20 s t r a i g h t  l i n e  
s e g m e n t s ,  s p e c i f i e d  by  t h e i r  s t a r t  a n d  end  
c o o r d i n a t e s .  The  r e s u l t i n g  c h a r a c t e r i s t i c  
i s  dumped  i n t o  s l o t  7 f o r  f u t u r e  u s e  b y  
NON L I N .  The n u m b e r  o f  p o i n t s  i n  e a c h  s l o t  
i s  2 0 0 0 ^ Q so t h a t  t h e  u s e r  m u s t  r e m e m b e r  
t o  s p e c i f y  a l l  x c o o r d i n a t e s  t o  be i n s i d e  
t h e  r a n g e  0 t o  1 9 9 9 ^ g .
1 2 . N 0 R M 1 .  SV ; T a k e s  an i n p u t  i m a g e  o f  a r b i t r a r y  i n t e n s i t y
r a n g e  and  s c a l e s  s u c h  t h a t  t h e  m i n i m u m  
p i x e l  i n t e n s i t y  i s  0 and  t h e  ma x i mu m i s  
1 9 9 9 i g . N o r m a l l y  u s e d  p r i o r  t o  o u t p u t  o f  
i m a g e s .
1 3 . NGRM2 .  SV;  As NGRM1,  b u t  r e s c a l e s  t o  make  t h e  ma x i mu m
v a l u e  1 9 9 9 ^ g  w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  t h e  t o t a l  
r a n g e  i . e .  t h e  m i n i m u m  v a l u e  r e m a i n s  
a r b i t r a r y .  T h u s  t h e  o u t p u t  r a n g e  i s  n o t  
n e c e s s a r i l y  2 GGG^ ^ .
1 4 . PDF.  S V ; C o m p u t e s  t h e  PDF o f  an i m a g e  m a t r i x .  T h i s
may be p l o t t e d  on t h e  x - y  p l o t t e r  o r  VDU 
i f  r e q u i r e d ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  i m a g e  CDF.  
The  PDF i s  c o m p u t e d  f o r  I G G ^ ^  e q u a l l y  
s p a c e d  q u a n t i z a t i o n  s t e p s  o v e r  an i m a g e  
r a n g e  o f  G t o  1 9 9 9 .j g . New q u a n t i z a t i o n  
l e v e l s  a r e  t h e n  c o m p u t e d  t o  p r o d u c e  an 
a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  PDF:  t h e s e  l e v e l s
a r e  p r i n t e d  o u t  an d  t h e  e q u i v a l e n t  t r a n s f e r  
c h a r a c t e r i s t i c  d e p o s i t e d  i n  s l o t  9 .  Use o f
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t h i s  by  IMÜNLIIM t h e n  e f f e c t i v e l y  n o r m a l i s e s  
t h e  PDF o f  t h e  o r i g i n a l  i m a g e ,
1 5 . QUANT.  5 V : S t a r t i n g  w i t h  an i m a g e  m a t r i x  n o r m a l i s e d
t o  Q t o  1 9 9 9 ^ g ,  t h i s  r o u t i n e  q u a n t i z e s  t o  
a n u m b e r  o f  i n t e r v a l s  s p e c i f i e d  b y  t h e  user ,  
and  dumps  t h e  r e s u l t i n g  i m a g e  b a c k  t o  d i s k .
1 6 . ANN.  S V : A n a l y s e s  t h e  s p e c t r a l  e n e r g y  o f  a t w o -
d i m e n s i o n a l  s p e c t r a l  p l a n e  ( a s s u m e d  t o  be 
s t o r e d  on d i s k  a t  b l o c k  3 0 0 0 ^  o n w a r d s )  by  
s u m m i n g  t h e  s p e c t r a l  c o m p o n e n t s  c o n t a i n e d  
i n  a s e t  o f  a n n u l i  c e n t r e d  on z e r o  f r e q u e n c y .  
T h e  n u m b e r  o f  a n n u l i  may be s p e c i f i e d  by  
t h e  u s e r ,  and  t h e  o u t p u t  f i l e s  d u mp e d  t o  
d i s k  c o n t a i n  r e a l  o u t p u t  and  i m a g i n a r y  
o u t p u t  ( R E L D A T .  DA a n d  I MADAT .  DA)
1 7 . D I 5 P L Y .  S V i D i s p l a y s  d i s k  f i l e s  o f  t h e  t y p e  p r o d u c e d
b y  ANN on t h e  VDU o r  x - y  p l o t t e r  as  r e q u i r e d .
1 8 . PEAK.  S V : P i c k s  t h e  h i g h e s t  p o i n t  i n  a 25 6  x 2 56
m a t r i x .  I f  t h e r e  a r e  s e v e r a l  p e a k s  o f  t h e  
same i n t e n s i t y ,  t h e  p e a k  w h i c h  i s  n e a r e s t  
t h e  b o t t o m  l e f t  o f  t h e  m a t r i x  i s  s e l e c t e d .  
T h e  i n t e n s i t y  an d  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  
a r e  p r i n t e d .  Us ed  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  
t w o - d i m e n s i o n a l  c o r r e l a t i o n  s u r f a c e s .  
1 9 . I M S U M .  SV:  T a k e s  t w o  i n p u t  i m a g e  m a t r i c e s  and  sums
t h e i r  i n t e n s i t i e s ,  p o i n t  b y  p o i n t ,  t o  f o r m  
an o u t p u t  i m a g e .  N o t e  t h a t  t h e  t w o  i n p u t  
m a t r i c e s  m u s t  be s u i t a b l y  s c a l e d  t o  a v o i d
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i n t e g e r  o v e r f l o w  d u r i n g  s u m m i n g .  ( T h i s  may 
be a c c o m p l i s h e d  u s i n g  ATTEN.  S V )
2 0 . R E P E A T . S V :  T h i s  p r o g r a m  s h i f t s  a l l  p i x e l s  o f  an i n p u t
m a t r i x  b y  a n u m b e r  o f  p o s i t i o n s  l e f t ,  
s p e c i f i e d  by  t h e  u s e r .  T he  r e s u l t  i s  t h e n  
a d d e d  t o  t h e  o r i g i n a l  m a t r i x .  N o t e  t h a t  
t h e  m a t r i c e s  a r e  c o n s i d e r e d  t o  be c i r c u l a r  
i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  ( i . e .  t h e  t w o  
v e r t i c a l  e d g e s  a r e  j o i n e d  t o  f o r m  a c y l i n d e r  
s o  t h a t  t h e  s h i f t  i s  a c t u a l l y  a r o t a t i o n .
I NPUT - OUT PUT
1 . SONAR.  S V : S a m p l e s  s o n a r  d a t a  r e c o r d e d  on t h e  P . M .
t a p e  r e c o r d e r  o v e r  256  l i n e s  t o  f o r m  a 
256  X 256  m a t r i x  o f  s o n a r  d a t a .  T he  u s e r  
m u s t  be c o n v e r s a n t  w i t h  t h e  B and  K r e c o r d e r  
b e f o r e  u s i n g  t h i s  p r o g r a m .
2 . N I C K .  S V : S a m p l e s  s o n a r  d a t a  r e c o r d e d  on t h e  P . M.
t a p e  r e c o r d e r .  The  n u m b e r  o f  s a m p l e s  
d i g i t i s e d  i n  e a c h  s o n a r  l i n e ,  a nd  t h e  number  
o f  l i n e s  d i g i t i s e d  a r e  s p e c i f i e d  b y  t h e  
u s e r .  The  r e s u l t i n g  d a t a  f i l e  may t h e n  be 
d i s p l a y e d  f o r  v i e w i n g  o r  f o r  p h o t o g r a p h i c  
r e c o r d i n g  on t h e  602  d i s p l a y ;  t h e  p r o g r a m  
w i l l  a l s o  d i s p l a y  a s e t t i n g - u p  p a t t e r n  t o  
a l l o w  t h e  x a nd  y a t t e n u a t o r s  t o  be a d j u s t e d  
c o r r e c t l y .  An a d d i t i o n a l  f e a t u r e  i s  t h e  
u s e  o f  t h e  h i g h  s p e e d  p a p e r  t a p e  p u n c h  t o  
p r o d u c e  p a p e r  t a p e s  o f  s p e c i f i e d  s e c t i o n s  
o f  t h e  d i g i t i s e d  d a t a  ( p u n c h e d  i n  2 5 6 - w o r d  
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b l o c k s )  f o r  f u r t h e r  p r o c e s s i n g  on l a r g e r  
c o m p u t e r s .  T h i s  p r o g r a m  w i l l  h a n d l e  up 
t o  2 5 0  l i n e s  o f  s o n a r  s a m p l e d  a t  2 0 4 8  
s a m p l e s  p e r  l i n e .  T he  u s e r  m u s t  be f u l l y  
c o n v e r s a n t  w i t h  t h e  I / O  p r o c e d u r e s  d e s c r i b e d  
i n  a p p e n d i x  A b e f o r e  u s i n g  t h i s  p r o g r a m .
3 . I N .  S V : U s e s  t h e  ' L i n k '  v i d i c o n  c a m e r a  and  t r a c k
and  h o l d  d e s c r i b e d  i n  a p p e n d i c e s  A a n d  B 
t o  d i g i t i s e  a s e c t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e  T . V .  
f i e l d ,  r e s u l t i n g  i n  a 256  x 256  i m a g e  
m a t r i x  s t o r e d  on d i s k .  The  u s e r  m u s t  r e a d  
t h e s e  a p p e n d i c e s  b e f o r e  a t t e m p t i n g  t o  r u n  
t h e  p r o g r a m .
4 . R A N D I N .  SV : Us ed  t o  g e n e r a t e  a 256  x 256  m a t r i x  o f
r a n d o m  n o i s e  g e n e r a t e d  by  a s u i t a b l e  n o i s e  
i n p u t  c o r r e c t e d  t o  A - D  c h a n n e l  0 .
5 . D F E T C H .  S V ; S e l e c t s  a l i n e  o f  i m a g e  d a t a  s p e c i f i e d  by
t h e  s w i t c h  r e g i s t e r  f o r  d i s p l a y  b y  e i t h e r  
t h e  VDU o r  x - y p l o t t e r .  Up t o  4 l i n e s  may 
be d i s p l a y e d  i n  o n e  p l o t .
6 . OUT.  S V : O u t p u t  r o u t i n e  t o  t h e  602  d i s p l a y  f o r  u s e
w i t h  t h e  R o l l e i c o r d  o r  P o l a r o i d  c a m e r a s  
f o r  p e r m a n e n t  r e c o r d i n g ,  u s i n g  t h e  m e t h o d s  
d e s c r i b e d  i n  a p p e n d i x  A.  The  u s e r  m u s t  be 
c o n v e r s a n t  w i t h  t h e  s e t t i n g - u p  o f  t h e  602 
d i s p l a y  and  t h e  p h o t o g r a p h i c  p r o c e d u r e s  t o  
a t t a i n  h i g h  q u a l i t y  r e s u l t s .
7 . Z 0 U T .  SV : O u t p u t  r o u t i n e  t o  t h e  602 d i s p l a y  u s i n g
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d i r e c t  z - m c d u l a t i o n  f o r  i m m e d i a t e  v i e w i n g ,  
8 . 3 D .  SV:  P r o d u c e s  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  s u r f a c e  f r o m
an i m a g e  m a t r i x  and  d i s p l a y s  on t h e  VDU 
f o r  v i e w i n g  o r  p h o t o g r a p h i e  r e c o r d i n g  v i a  
t h e  r e m o t e  a c c e s s  i n t e r f a c e .  Th e  s u r f a c e  
i s  g e n e r a t e d  and  d i s p l a y e d  u s i n g  t h e  a l g o ­
r i t h m  d e s c r i b e d  i n  a p p e n d i x  C.
U T I L I T Y  PROGRAMS
1 . S H I F T .  SV:  mo v e s  a 256  x 256  m a t r i x  f r o m  o n e  l o c a t i o n
on d i s k  t o  a new l o c a t i o n .  T h e s e  m u s t  n o t
o v e r l a p  ( o n e  b l o c k = 2 5 6  w o r d s ,  h e n c e  a 
c o m p l e t e  i m a g e  o c c u p i e s  4 0 0 ^  b l o c k s ) .
2 . D S K T P .  SV : T r a n s f e r s  an i m a g e  s t o r e d  on d i s k  t o  a
d e c t a p e  m o u n t e d  on t r a n s p o r t  n u m b e r  1 .  Two
i m a g e s  may be s t o r e d  on o n e  d e c t a p e ;  t h e  
p r o g r a m  h a l t s  o n c e  t o  a l l o w  u s e r  t o  s e t  
d e c t a p e  s t a r t i n g  b l o c k  i n  s w i t c h  r e g i s t e r ,  
t h e n  a g a i n  t o  l o a d  d i s k  s t a r t i n g  b l o c k .
3 . T P D S K .  SV : R e a d s  a m a t r i x  f r o m  d e c t a p e  t o  d i s k  i n  t h e
same m a n n e r  as  DSKTP.  SV.
4 . RAMP.  SV:  G e n e r a t e s  a r a mp  i m a g e  i n  t h e  x d i r e c t i o n
s t a r t i n g  a t  i n t e n s i t y  0 an d  e n d i n g  a t  
a p p r o x i m a t e l y  1 9 9 9 ^ ^  f o r  o u t p u t  c a l i b r a t i o n  
p u r p o s e s .
5 . G R A Y 1 .  SV : G e n e r a t e s  a n i m a g e  o f  16 l i n e a r  g r a y s c a l e
s t e p s  i n  t h e  x d i r e c t i o n .
6 . G R A Y 2 .  SV : G e n e r a t e s  an i m a g e  o f  8 l i n e a r  g r a y s c a l e
s t e p s  i n  t h e  x  d i r e c t i o n .
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7 . BLOCK.  5 V : G e n e r a t e s  an N x M b l o c k  o f  ma x i mu m
i n t e n s i t y  c e n t r e d  i n  a p l a n e  o f  z e r o  
i n t e n s i t y .  I\l a n d  M a r e  s e t  b y  t h e  u s e r .
B . G R I D S .  S V : G e n e r a t e s  a s q u a r e  g r i d  p a t t e r n  w i t h  l i n e s
o f  ma x i mu m i n t e n s i t y  s u p e r i m p o s e d  on a z e r o  
b a c k g r o u n d .  The  g r i d s  a r e  o f  s i z e  16 x 16 
p i x e l s .
9 . CHEQUE.  SV : G e n e r a t e s  a s q u a r e  c h e q u e r b o a r d  p a t t e r n
w i t h  a l t e r n a t i n g  b l o c k s  o f  ma x i mu m and  z e r o  
i n t e n s i t y .  The  b l o c k s  a r e  o f  s i z e  16 x 16 
p i x e l s .
1 0 . ATTEN.  SV:  A t t e n u a t e s  an i m a g e  m a t r i x  by  a s p e c i f i e d
i n t e g e r  a t t e n u a t i o n  f a c t o r .
1 1 . F I L T S T .  S V : G e n e r a t e s  a u n i t y - v a l u e d  c o m p l e x  s p e c t r a l
p l a n e .  T h i s  p l a n e  may t h e n  be f i l t e r e d  and 
t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  r e s u l t  c o m p u t e d  u s i n g  
MAGPI E t o  d i s p l a y  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
f i l t e r  c h a r a c t e r i s t i c .
1 2 . P D P Ü U T .  S V : P u n c h e s  a p a p e r  t a p e  o f  an i m a g e  m a t r i x
c o n s i s t i n g  o f  256  b l o c k s  o f  256  w o r d s  f o r  
p r o c e s s i n g  on a l a r g e r  c o m p u t e r .
1 3 . P D P I N .  SV : R e a d s  i n  an i m a g e  s t o r e d  on p a p e r  t a p e  o f
t h e  f o r m a t  p u n c h e d  by  PDPÜUT.  SV.  and  
d e p o s i t s  t h e  i m a g e  on d i s k .
1 4 . B A S I S .  SV : A c c e p t s  an 8 x 8 m a t r i x  t y p e d  on t h e  t e l e ­
t y p e  and  t r e a t s  t h i s  as  a t r a n s f o r m  c o r e  
m a t r i x .  64 b a s i s  v e c t o r s  a r e  g e n e r a t e d  by 
p r e -  and  p o s t - m u l t i p l y i n g  t h e  i d e n t i t y
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m a t r i x ,  and  t h e  r e s u l t i n g  a r r a y  i s  e mb e d d e d  
i n  a 256  x 2 5 6  a r r a y  s u i t a b l e  f o r  v i s u a l  
output.
1 5 . C B A 5 I 5 .  S V : C B A S I 5  i s  u s e d  t o  g e n e r a t e  64 c o m p l e x  b a s i s  
v e c t o r s  f r o m  a c o m p l e x  c o r e  m a t r i x ,  w h i c h  
i s  t y p e d  i n  as  a p a i r  o f  r e a l  and  i m a g i n a r y  
m a t r i c e s .  The  o u t p u t  i s  d i s p l a y e d  as  r e a l  
and  i m a g i n a r y  c o m p o n e n t s  s e p a r a t e l y  f o r  
p h o t o g r a p h i c  p u r p o s e s .  E x a m p l e s  o f  t h e  
o u t p u t  o f  B A S I S  an d  CBASI S c a n  be s e e n  i n  
s e c t i o n  2 . 4 .
RKOr  D I S K  SPACE ALL OCATI ON
U n d e r  t h e  OS / 8  o p e r a t i n g  s y s t e m ,  t h e  m o v i n g  h e a d  
d i s k  i s  s p l i t  i n t o  t w o  s e c t i o n s  o f  e q u a l  s i z e .  One h a l f  
i s  a l l o t t e d  d e v i c e  SYS an d  s t o r e s  s y s t e m s  s o f t w a r e .  The  
o t h e r  h a l f  i s  n o r m a l l y  d e s i g n a t e d  f o r  u s e r  a c c e s s  and 
c a l l e d  d e v i c e  DSK.  P r o g r a m s  s t o r e d  on SYS a r e  r u n  u s i n g  
t h e  command  . R ( p r o g r a m  n a m e ) ,  w h i l s t  t h o s e  on DSK u s e  
t h e  s t a n d a r d  command  . R U DSK ( p r o g r a m  n a m e ) .  I n  b o t h  
c a s e s ,  p r o g r a m s  a r e  s t o r e d  u p w a r d s  f r o m  t h e  f i r s t  f e w  
b l o c k s  o f  t h e  d e v i c e ,  an d  t h e  d i r e c t o r y  i s  a t  t h e  v e r y  
b e g i n n i n g  o f  t h e  b l o c k s  a l l o c a t e d  t o  t h a t  d e v i c e .  
C o n s e q u e n t l y ,  t h e  u p p e r  p a r t s  o f  e a c h  d e v i c e  a r e  o n l y  
u s e d  wh en  l a r g e  n u m b e r s  o f  f i l e s  a r e  s t o r e d .
S i n c e  i m a g e  m a t r i c e s  o c c u p y  l a r g e  q u a n t i t i e s  o f
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s t o r a g e  and  r e q u i r e  c o n s i d e r a b l e  I / O  a c t i v i t y  i n  t r a n s f e r  
t o  and f r o m  c o r e ,  t h e y  a r e  s t o r e d  d i r e c t l y  on d i s k  b l o c k  
by  b l o c k  r a t h e r  t h a n  u n d e r  c o n t r o l  o f  t h e  o p e r a t i n g  
s y s t e m .  I n  t h i s  w a y ,  I / O  t i m e  and  s t o r a g e  i s  m i n i m i s e d ,  
b u t  t h i s  d o e s  n o t  mean t h a t  t h e  d e v i c e  d i r e c t o r y  i s  n o t
a w a r e  o f  t h e s e  f i l e s .  C a r e  m u s t  be t a k e n  t o  k e e p  t h e
n u m b e r  o f  p r o g r a m s  and s y s t e m - g e n e r a t e d  f i l e s  s m a l l  t o  
a v o i d  o v e r w r i t i n g  and  c o r r u p t i o n  o f  i m a g e  m a t r i c e s  s t o r e d  
a t  h i g h e r  b l o c k  n u m b e r s .  E q u a l l y ,  c a r e  m u s t  be e x e r c i s e d  
t o  a v o i d  t h e  d e l i b e r a t e  c o r r u p t i o n  o f  p r o g r a m  a n d  o t h e r  
s y s t e m - g e n e r a t e d  f i l e s  n e a r  t h e  b o t t o m  o f  t h e  d e v i c e  by
o v e r w r i t i n g  by  i m a g e  m a t r i c e s  s t a r t i n g  a t  l o w  b l o c k
n u m b e r s .  B e c a u s e  o f  t h e s e  p r o b l e m s ,  i t  i s  h e l p f u l  t o  
a d h e r e  t o  a s t r i c t  a l l o c a t i o n  o f  d i s k  s p a c e ,  as  d e s c r i b e d  
b e l o w  :
D e v i c e  SYS
BLOCKS ( o c t a l  
0 -  4 7 7 7
5 0 0 0  -  5 0 0 7
5 0 1 0  
5 0 2 0  
5 030  
5 0 4 0
501 7 
5 0 2 7  
5 0 3 7  
5 0 4 7
USAGE
S t o r a g e  o f  a l l  s y s t e m s  s o f t w a r e  and 
a l l  u s e r  c o r e  i m a g e  ( . S V )  f i l e s .  
L o o k u p  s l o t l  -  e x p o n e n t i a l  c h a r a c ­
t e r i s t i c  . 
” " 2 -  l o g a r i t h m  "
" " 3 -  s q u a r e  l a w  "
" " 4 -  s q u a r e  r o o t  "
" " 5 -  gamma c o r r e c t i o n
c u r v e  .
2 6 7
5 050  
5 0 6 0  
5 0 7 0  
6 0 0 0
5 0 5 7
5 0 6 7
5 0 7 7
6 0 0 7




" " 8 )
9 -
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I EEE t r a n s . C o m p , 1 9 7 1 , C - 2 0 ,  p g s  1 0 4 5 - 1 0 5 1
8 7 .  ANDREWS,  H . C . ,  C A S P A R I ,  K . L .  ' A g e n e r a l i z e d  
t e c h n i q u e  f o r  s p e c t r a l  a n a l y s i s '
I EEE T r a n s . C o m p , 1 9 7 0 , 0 - 1 9 ,  p g s  1 6 - 2 5
8 8 .  KRUGER,  R . P . ,  S T E I N ,  M . A .  ' Q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e s  
o f  a s y m m e t r y  i n  c o n t i g u o u s  i m a g e  r e g i o n s '
U n i v e r s i t y  o f  S o u t h e r n  C a l i f o r n i a  R e p o r t
USCEE 4 5 9 , 1 9 7 3 ,  p g s  1 0 1 - 1 1 1
8 9 .  MAURER,  H.  ' T e x t u r e  a n a l y s i s  w i t h  F o u r i e r  
c o e f f i c i e n t s '
P r o c . 9 t h . I n s t . S y m p .  on r e m o t e  s e n s i n g  o f
e n v i r o n m e n t .  Ann A r b o r :  U n i v e r s i t y  o f
M i c h i g a n , 1 9 7 4
9 0 .  KRUGER,  R . P . ,  ' I m a g e  t e x t u r a l  d i s c r i m i n a t i o n '
U n i v e r s i t y  o f  S o u t h e r n  C a l i f o r n i a  R e p o r t
USCEE 4 4 4 , 1 9 7 2 - 7 3 ,  p g s  9 8 - 1 0 1
9 1 .  W I L L ,  P . M . ,  PENNI NGTON,  K . S .  ' F i l t e r i n g  o f  d e f e c t s
i n  i n t e g r a t e d  c i r c u i t s  w i t h  o r i e n t a t i o n  i n d e p e n d e n c e '
R e p r i n t  f r o m  A p p l i e d  O p t i c s , 1 9 7 1 , 1 0 , ( 9 ) ,
p g s  2 0 9 7 - 2 1 0 0
9 2 .  BRACEWELL,  R . N .  ' T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a nd  i t s
a p p l i c a t i o n s '
Mc Gr aw H i l l , N e w  Y o r k , 1 9 6 5 ,  pg 251
9 3 .  WANDER LUGT,  A.  ' O p e r a t i o n a l  n o t a t i o n  f o r  t h e
a n a l y s i s  an d  s y n t h e s i s  o f  o p t i c a l  d a t a - p r o c e s s i n g  
s y s t e m  '
P r o c . I E E E , 1 9 6 6 , 5 4 , ( 8 ) ,  p g s  1 0 5 5 - 1 0 6 3
9 4 .  T U R I N ,  G . L .  ' A n  i n t r o d u c t i o n  t o  m a t c h e d  f i l t e r s '
I RE T r a n s . I n f o . T h e o r y , 1 9 6 0 , I T - 6 ,  p g s  3 1 1 - 3 2 9
9 5 .  KOZMA,  A . ,  K EL L Y ,  D . L .  ' S p a t i a l  f i l t e r i n g  f o r  
d e t e c t i o n  o f  s i g n a l s  s u b m e r g e d  i n  n o i s e '
A p p l i e d  O p t i c s , 1 9 6 5 , 4 , ( 4 ) ,  p g s  3 8 7 - 3 9 2
9 6 .  I  am i n d e b t e d  t o  a d i s c u s s i o n  w i t h  P . A .  C h a m b e r s ,
now o f  E x e t e r  U n i v e r s i t y ,  f o r  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n
9 7 .  BLACKMAN,  R . B .  ' D a t a  s m o o t h i n g  a n d  p r e d i c t i o n '
A d d i s o n - W e s l e y ,
1 9 6 5 , c h . 1 0
9 8 .  GOOD,  I . J .  ' T h e  i n t e r a c t i o n  a l g o r i t h m  and  p r a c t i c a l  
F o u r i e r  a n a l y s i s '
J .  R o y a l  S t a t i s t i c a l  S o c . 1 9 5 8 , 2 0 ,  p g s  3 6 1 - 3 7 2
9 9 .  COOLEY,  J . W . ,  TUKEY,  J . W .  ' A n  a l g o r i t h m  f o r  t h e  
m a c h i n e  c a l c u l a t i o n  o f  c o m p l e x  F o u r i e r  s e r i e s '
M a t h . C o m p u t a t i o n  , 1 9 65 , 1 9 , p gs  2 9 7 - 3 0 1
1 0 0 .  ANDREWS,  H . C . ,  KANE,  J .  ' K r o n e c k e r  m a t r i c e s ,  
c o m p u t e r  i m p l e m e n t a t i o n ,  and  g e n e r a l i z e d  s p e c t r a '
J . A s s . C o m p . M a c h , 1 9 7 0 , 1 7 , ( 2 ) ,  p g s  2 6 0 - 2 6 8
1 0 1 .  GENTLEMAN,  W. M.  ' M a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  a n d  
f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n s '
B e l l  S y s . T e c h . J , 1 9 6 8 , 4 7 ,  p g s  1 0 9 9 - 1 1 0 3
1 0 2 .  G- AE SUBCOMMI TTEE ON MEASUREMENT CONCEPTS 
' W h a t  i s  t h e  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m ? '
I EEE T r a n s . A u d i o  and  E l e c t r o a c o u s t i c s ,
1 9 6 7 , A U - 1 5,  p g s  4 5 - 5 5
1 0 3 .  BERGLAND,  G . D .  ' A g u i d e d  t o u r  o f  t h e  f a s t  
F o u r i e r  t r a n s f o r m '
I EEE S p e c t r u m .  1 9 6 9 , 6 ,  p g s  4 1 - 5 2
1 0 4 .  ANDREWS,  H . C .  ' C o m p u t e r  t e c h n i q u e s  i n  i m a g e
p r o c e s s i n g  '
A c a d e m i c  P r e s s , L o n d o n , 1 9 7 0 ,  pg 125
1 0 5 .  GOLUB,  G . H . ,  RE I NSCH,  C.  ' S i n g u l a r  v a l u e  
d e c o m p o s i t i o n  a n d  l e a s t  s q u a r e s  s o l u t i o n s '
N u m e r , Mat h ,1 9 7 0  , 1 4 , p g s  4 0 3 - 4 2 0
1 0 6 .  ANDREWS,  H . C . ,  P r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n , 1974
1 0 7 .  ANDREWS,  H . C . ,  C A S P A RI ,  K . L .  ' A g e n e r a l i s e d
t e c h n i q u e  f o r  s p e c t r a l  a n a l y s i s '
I EEE T r a n s . C o m p , 1 9 7 0 , C - 1 9 ,  pg 19
1 0 8 .  The  a u t h o r  k n o w s  o f  no b e t t e r  r e f e r e n c e  t h a n  ( 1 0 2 )  
f r o m  t h e  s t a n d p o i n t  o f  FFT c o m p u t a t i o n a l  a lg o r i t h m s .
1 0 9 .  ROTHMAN,  J . E .  ' F F T S - R - A  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m
s u b r o u t i n e  f o r  r e a l  v a l u e d  f u n c t i o n s '
D i g i t a l  E q u i p m e n t  Co , DECUS l i b r a r y , 8 - 1 4 3 ,
A u g . 1 9 6 8
1 1 0 .  ROTHMAN,  J . E .  ' F F T S - C - A  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m
s u b r o u t i n e  f o r  c o m p l e x  d a t a '
D i g i t a l  E q u i p m e n t  Co, DECUS l i b r a r y , 8 - 1 4 4 ,
A u g . 1968
1 1 1 .  ROTHMAN,  J . E .  ' T h e  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  and
i t s  i m p l e m e n t a t i o n '
DECUSCOPE, 1 9 6 7 , 7 , ( 3 ) ,  p g s  3 - 1 0
1 1 2 .  EKLUNDH,  J . D .  ' A f a s t  c o m p u t e r  m e t h o d  f o r  
m a t r i x  t r a n s p o s i n g '
I EEE T r a n s . C o m p , 1 9 7 2 , C- 2  1 ,  p g s  B G 1 - 8 0 3
1 1 3 .  HABER,  R . N . ,  HER5HENSGN,  M. ' T h e  p s y c h o l o g y  o f  
v i s u a l  p e r c e p t i o n '
H o l t , R i n h a r t  an d  W i n s t o n , L o n d o n , 1 9 7 4 ,
p g s  1 0 8 - 1 0 9
1 1 4 .  CORNSWEET,  T . N .  ' V i s u a l  p e r c e p t i o n '
A c a d e m i c  P r e s s , L o n d o n , 1 9 7 1 ,  p g s  2 8 4 - 2 9 0
1 1 5 .  WALD,  G.  ' T h e  r e c e p t o r s  f o r  human c o l o u r  v i s i o n '
S c i e n c e , 1 9 6 4 , 1 4 5 ,  p g s  1 0 0 7 - 1 0 1 7
1 1 6 .  CORNSWEET,  T . N .  ' V i s u a l  p e r c e p t i o n '
A c a d e m i c  P r e s s , L o n d o n , 1 9 7 1 ,  p g s  2 4 6 - 2 4 8
1 1 7 .  H A R T L I N E ,  H . K . ,  WAGNER,  H . G . ,  R A T C L I F F ,  F .
' I n h i b i t i o n  i n  t h e  e y e  o f  L i m u l u s '
J . G e n l . P h y s i e l , 1 9 5 6 , 3 9 ,  p g s  65 1 - 6 7 3
1 1 8 .  CORNSWEET,  T . N .  ' V i s u a l  p e r c e p t i o n '
A c a d e m i c  P r e s s , L o n d o n , 1 9 7 1 ,  p g s  2 9 4 - 2 9 5
1 1 9 .  R A T C L I F F ,  F . ,  H A R T L I N E ,  H . K .  ' T h e  r e s p o n s e s  o f
L i m u l u s  o p t i c  n e r v e  f i b r e s  t o  p a t t e r n s  o f  
i l l u m i n a t i o n  on t h e  r e t i n a l  m o s a i c '
J . G e n l . P h y s i a l , 1 9 5 9 , 4 2 ,  p g s  1 2 4 1 - 1 2 5 5
1 2 0 .  CORNSWEET,  T . N .  ' V i s u a l  p e r c e p t i o n '
A c a d e m i c  P r e s s , L o n d o n , 1 9 7 1 ,  p g s  2 9 0 - 3 1 0
1 2 1 .  DAV I DS ON,  M . L .  ' P e r t u r b a t i o n  a p p r o a c h  t o  s p a t i a l
b r i g h t n e s s  i n t e r a c t i o n  i n  human v i s i o n '
J . O p t . S o c . A m , 1 9 6 8 , 5 8 ,  p g s  1 3 0 0 - 1 3 0 9
1 2 2 .  CHESTERMAN,  W. D.  ' A c o u s t i c  d e t e c t i o n  an d  i d e n t i f i c ­
a t i o n  o f  o b j e c t s  b u r i e d  i n  c o a s t a l  w a t e r s '
B a t h  U n i v e r s i t y  r e p o r t  A T / 2 1 1 2 / 0 1 5  AUWE,
J a n  .1974
1 2 3 .  CHESTERMAN,  W. D.  ' S e a - f l o o r  s e d i m e n t  m a p p i n g  by
s o n a r  m e t h o d s '
P r o c . RS E . B 7 2 , ( 1 3 ) ,  pg 155
1 2 4 .  H OP KI NS ,  J . C .  ' T a p e  r e c o r d i n g  o f  s i d e  s c a n n i n g
s o n a r  s i g n a l s '
I n t . H y d . R e v , 1 9 7 2 , 4 9 ,  pg 59
1 2 5 .  BARRETT,  E . C .  ' F o r e c a s t i n g  d a i l y  r a i n f a l l  f r o m
s a t e l l i t e  d a t a '
M o n t h l y  W e a t h e r  R e v i e w , 1 9 7 3 , 1 0 1 , ( 3 )
p g s  2 1 5 - 2 2 2
1 2 6 .  BRUEL &, KJ AER,  ' T a p e  r e c o r d e r  t y p e  7001
i n s t r u c t i o n s  and  a p p l i c a t i o n s '
B & K , N a e r u m ,  D e n m a r k ,  1 9 6 7
1 2 7 .  HORNE,  D . A .  ' T r a n s f o r m  m e t h o d s  i n  i m a g e  
p r o c e s s i n g '
U n i v e r s i t y  o f  B a t h  i n t e r n a l  r e p o r t ,
M a r c h  1973
1 2 8 .  EASTMAN KODAK CO.  ' K o d a k  2 4 9 5  RAR f i l m .
P h o t o g r a p h i c  and  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s '
KODAK p a m p h l e t  Pt 2 3 2 .  I n s t r u m e n t a t i o n
p r o d u c t  s a l e s ,  R o c h e s t e r ,  N . Y .  1 4 6 5 0
Digitising of side-scan sonar signals
E. W HIPPand D.A. HORNE
A criterion for judging the adequacy of the digitisation rate of side-scanning sonar 
records has been established by inspection of the two-dimensional Fourier power spec­
trum of areas of record. The lowest digitising rate necessary to retain the information 
content in the signal is an important parameter in the efficient and economical computer 
storage and processing of records. The results from some typical sonar records are shown 
to illustrate the digitising rate criterion.
The prerequisite to carrying out digital signal processing on 
sonar records is that information in the records should be 
digitised without significant degradation. The sampling rate 
necessary to retain the information content of an analogue 
signal is established by the sampling theorem for a known 
signal bandwidth. However, ideal conditions for application 
of the sampling theorem do not always exist with sonar sig­nals since the transmission medium which forms an integral 
part of the signal channel together with the transmitter and 
receiver may be ill-defined. Whilst an upper estimate of the 
system bandwidth can be made, the range of frequencies 
where the signal spectral energy is significant may be much 
smaller, and an overestimate means that the digital storage 
capacities and processing times are larger than necessary. 
Because of the major influence that these factors may have on the cost and feasibility of a digital system, for example a 
miCiCprocessor system, a reduction in the digital capacity 
whilst maintaining the required signal information content 
is a worthwhile economy.
A method of determining the lowest adequate sampling rate 
from the recorded signal itself, rather than from the system 
parameters, preferably using some simple technique for the 
final estimation, will result in the maximum economy for 
any one particular type of signal. Such a method is presented 
here.
The sonar records that have been investigated were produced 
by a side-scan sonar system described in detail elsewhere.*’̂ 
The principal parameters of the system were a transmitted 
pulse length of approximately 1 ms at a 48 kHz carrier fre­
quency. The return signals were stored in analogue form on 
magnetic tape by frequency modulation having a nominal 
2 kHz bandwidth and 48 dB dynamic range. The sonar sig­
nals were displayed for photographic recording through a 
cathode ray tube system which incorporated corrections for 
thf survey ship yaw.
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The digital system initiated its processing from the analogue 
signals stored on the magnetic tape, and carried out all opera­
tions up to the final crt display digitally. The aim of the 
digital processing operations was, firstly to establish a suit­
able sampling rate for the sonar data with reference only to 
the data and not to the system that produced it, and second­
ly to produce a display for comparison with the analogue 
system.
The conventional technique of preprocessing the sonar 
signal by one dimensional analogue filtering was not used; 
the objective of the experiment was to determine the lowest 
sampling rate necessary to retain the two dimensional infor­
mation content inherent in the analogue signal, rather than 
to digitise a signal of pre-determined bandwidth.
Digital system
A small general purpose computer was used to sample and 
to process the sonar data. The computer word length was 
12 bits, with 12 K words of core store and a magnetic tape 
backing store of 180 K words capacity. A 10 bit analogue- 
to-digital converter controlled by a programmable real time 
clock was available for analogue data sampling and input to 
the computer. The A/D converter sampled the analogue 
data at a programmed rate under clock control, the samples 
being transferred to digital store on the magnetic tape. Three 
digital-to-analogue ouput channels supplied signals to a pre­
cision oscilloscope for position and intensity control of the 
display. The digitised data was logarithmically compressed 
from the 60 dB dynamic range of the A/D converter to a 
smaller range of approximately 20 dB, more suited to the 
dynamic range of the photographic film, before displaying 
the data.
Two-dimensional Fourier transform properties
The two-dimensional Fourier transform has properties anal­
ogous to those of the one-dimensional transform.̂ However, 
it has the advantage of exhibiting the frequency content of
2 0 1
image information in all directions simultaneously in a form 
capable of immediate inspection. In the context of the side- scan sonar system, the one-dimensional Fourier transform 
of the signal, which may be interpreted in terms of either time or range, is merely the frequency spectrum of each line 
of record. The two-dimensional transform results from the 
spectral analysis of a set of successive scans forming a rec­
tangular or square area of record sampled on a cartesian 
grid. The resulting two-dimensional power spectrum relates 
the positional information in range and bearing of the sonar record to a spatial frequency plane, where the frequency 
range of the information in the successive scans is recorded 
in all directions and can be inspected simultaneously. The 
two-dimensional spectrum displays the frequency content 
of a more representative quantity of information in a man­
ner which is as easy to assimilate as a one-dimentional spec­
trum, and which bears more meaning when related to the 
area of record.
To retain the information contained in an analogue signal, 
sampled at discrete intervals for conversion to a digitised 
form, requires that the sampling rate is at least twice the 
highest frequency present in the analogue signal. If samples 
are taken at a lower rate, the liiglier frequencies are not 
correctly represented, but instead masquerade as lower fre­quency elements within the spectral range defined by the 
sampling rate."* This phenomenon is known as aliasing, and 
is a result purely of an insufficient sampling rate rather than 
the subsequent processing. Because the Discrete Fourier 
transform exists on a circular frequency axis, aliasing mani­
fests itself as an increased energy content at the two high frequency extremes of the axis. In the case of the one­dimensional transform, the difficulty arises of determining what proportion of the higher frequency spectrum, if any, is a result of aliasing; this is usually overcome by sampling at a rate sufficient to reduce the high frequency content to insignificant proportions when compared with the general spectral magnitude, often leading to inefficient oversampling.
The two-dimensional transform offers a more sensitive 
detection of aliasing, since the alias energies along one edge 
of the plane are seen to be skew-symmetric in the opposite edge. This is evident on inspection of the spectral plane, and 
is a result of the conjugate symmetry of the Fourier trans­
form of real, rather than complex, data. In the case where all 
features in the spatial plane are orthogonal and parallel to 
the two direction axes, or are circularly symmetric (isotropic) 
about the origin of the spatial coordinates, the aliasing is 
symmetrical. Suitable choice of origin and axes overcomes 
the problem and gives a skew-symmetry.
The skew-symmetry of aliasing errors results from the circu­
lar nature of the frequency axes. In the two-dimensional 
case, the spatial frequency plane can be thought of as repeat­
ing itself in horizontal and vertical directions ad infinitum 
in a cross shape,® or as wrapped around a torroidal surface,® 
where the features at the edges of the plane blend smoothly 
into their counterparts at the opposite edge when aliasing is present.
Examples of the two-dimensional Fourier transform power 
spectrum displays are shown in Fig. 2 to illustrate the 
effects of aliasing errors. The minimum sampling rate con­sistent with retention of the information content of the data is determined for sonar signals of the type shown with­out reference to nominal system parameters.
n
s
Fig. 1 Sonar records from  a — analogue system 360 lines with yaw  
correction, b — digital system 360  lines sampling rate 512 samples/ 
line
Sonar transformations
The sonar record taken as a typical sample for the two- 
dimensional Fourier transform examples is shown in Fig. 1. 
The sonar record was displayed through the analogue system described and consists of 360 successive scans at a 1 s repe­
tition rate, the range being approximately 700 m with a correction for the survey ship yaw incorporated. The mag­
netic tape record was digitised under program control for
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Fig. 2 Tw o-dim ensional Fo urier transfer o f sonar scans 
a — 256  samples/scan aliasing evident, b — 512  sample scan
synchronisation and sampling rate. The two-dimensional 
transforms for sampling rates of 256 samples/scan and 512 
samples/scan in Fig. 2, show the aliasing effect that occurred at the lower rate.
The transform planes are related to orthogonal axes in the 
vertical and horizontal directions, equating to the ship’s track and sonar range respectively, with zero frequency at 
the centre of the plane, and the spatial frequency increasing
from the centre in the radial direction. The transform has its 
higher energies clustered around an axis inclined to the hori­
zontal, the inclination halving for the lower sampling rate. 
This pattern would be expected from the oblique predom­
inant features on the sonar record.
The aliasing is evident towards the transform plane edges 
where the values are not negligibly small and the reversed 
reflection occurring at the plane edge is readily visible. The 
aliasing error can be visualized by considering the transform 
pattern to be identically repeated at each edge to merge 
smoothly across the boundary. In this example, it is obvious 
that the lower sampling rate was inadequate for the informa­
tion in the sonar signal. A more sensitive indication of the 
optimum sampling rate may be achieved by weighting the 
power spectrum by some suitable function such as logarith­
mic or square root compression.̂
Where a quantitative measure of spectral energy content is required, cross-sections of the two-dimensional power spec­
trum at different orientations may be displayed. For exam­
ple, Figs 3a and b, show the logarithms of spectral energy along the horizontal and vertical spatial frequency axes of 
Fig. 2a. The spatial frequency content may also be analysed by computing the integrated energies within individual small 
areas of the plane to give a more precise indication of the 
degree of undersampling. The two-dimensional transforms 
also show that the sampling in the track direction (inherent 
in the sonar system), a function of the ship’s speed and pulse 
repetition rate, is adequate in this section of record.
Sonar display
The digitised sonar record was displayed on the computer crt in order to make comparisons with the analogue system. Photographs from the two systems are shown in Fig. 1 to approximately the same scale, the analogue system having a 
slightly shorter length of scan and the digital system not in­corporating the yaw correction. Detailed inspection at this 
degree of photographic enlargement revealed no significant differences in the features shown on the two photographs although there are differences in contrast and crt line sup­
pression. At a sampling rate of half the 512/scan in Fig. 1 
some features were less distinct but higher sampling rates showed no extra detail, the 512 samples/scan apparently 
retaining the significant information for photographic 
recording by intensity modulation.
Further photographic enlargement showed the scanning 
lines more prominently, but this was suppressed by genera­ting additional scans having interpolated values to bring 
about a subjective improvement with the digital system. A 
portion of the record is shown in Fig. 4 as an A-scan dis­
play which allowed a larger dynamic range to be photo­
graphically recorded than by intensity modulation. In the interpretation of the display it is necessary not to identify 
the peaks with height above the sea-bed, the peaks indicating only the strongest reflectors. In these elementary examples 
the display of the sonar records through the digital system 
was found to be convenient for implementing alternative 
processing of the data.
Conclusions
The two-dimensional Fourier transform of sonar records 
has been described in order to determine the digitising rate







Fig. 3 Cross sections along spatial frequency axes
necessary to retain the information in the analogue signal 
economically. For the typical records shown the storage 
requirement was approximately an eighth of that called for 
by the nominal bandwidth of the sonar system. These results 
suggest that the bandwidth of the particular sonar system 
used was unnecessarily high for the data investigated here; 
however a more extensive investigation would be required 
to establish an optimum bandwidth for the side-scan sonar 
instrument. The lower digital storage requirement also has 
advantages for processing by image enhancing or automatic 
pattern recognition techniques in a mini or microprocessor 
system.̂ Although such processing was not investigated in 
this case, the changes to the form of display on the digital 
system were readily implemented.
M i
Fig. 4 A-scan display of 128 lines sampled at 256/line
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